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Mit den vorliegenden Unterfiuchungen bin ich mehrere Jahre hin- 
durch ziemlich anhaltend beschäftigt gewesen, wobei mir, hinsichtlich 
der neueren Literatur, nur die Aufsätze von Glebsch^ HdmholtB, Kirch- 
hoff und Boltzmann bekannt waten. Als ich dann später, im Januar 
dieses Jahres 1883, den Beport von W. M. Ricks*), in Folge einer 
gütigen Zusendung des Herrn Verfassers, kennen lernte, war mein 
Werk nach langer anstreugender, Arbeit im Manuscript bereits der 
Hauptsache nach vollendet, ein grosser Theil davon auch schon ge- 
druckt; sodass ich das Werk einer nochmaligen Umarbeitung, mit Be- 
rücksichtigung der in jenem Bepcrt erwähnten Arbeiten von Stokes, 
Thomson, Tait und Hicks, zu unterwerfen ausser Stande war. Da- 
gegen will ich hier in der Einleitung nicht unterlassen, jenen durch 
Uebersichtlichkeit und Reichhaltigkeit ausgezeichneten Beport in ge- 
bührender Weise zu benutzen, und die daselbst erwähnte Literatur, 
soweit, sie auf die von mir behandelten Themata Bezug hat, zu be- 
sprechen. 

Das vorliegende Werk besteht im Ganzen aus fün>f Abschnitten 
und einem Anhange, von deren Inhalt ich hier vorläufig ein ungefähres 
Bild zu geben beabsichtige. 

Erster Abschnitt (p. 1—82). 

Unter einer idealen oder perfecten incompressiblen Flüssigkeit pflegt 
man eine solche zu verstehen, bei welcher die (innere und äussere) 
Reibung Null ist. Denken wir uns nun eine derartige Flüssigkeit von 
irgend welchen Wänden eingeschlossen, die ihrerseits in beliebigen 
Bewegungen begriffen sind, und nehmen wir an, dass auf diese Flüssig- 
keit, ausser dem Druck der Wände, noch irgend welche anderweitigen 
Kräfte einwirken, deren Potential V = V{x, y, z) gegeben ist, so gelten 
für die Bewegung der Flüssigkeit folgende Differentialgleichungen: 


*) Beport. on recent progress in hydrodynamics , by W. M. Hicks; erschienen 

in den Brif. Ässoc. Beports, 1881, 1882. 
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d^x dV m dp 

dt^ dx Q dx^ 


(1.) m 


d^y dV tn dp 


= ' — m 


dt^ dy Q dy 


d^z dV m dp / , -o\ 

""dt'" »»W-^ fz' (^g'-P-13). 

Jene die Flüssigkeit begrenzenden^ in Bewegung begriffenen Wände 
sollen von beliebiger Beschaffenheit sein; sie werden im Allgemeinen 
also dargestellt sein durch irgend welche Anzahl geschlossener Flächen 
^0, <?!, 027 ^zj ' ' '} von denen die eine die Flüssigkeit von Aussen Iier 
begrenzt^ während die andern innere Begrenzungsfiächen repräsentiren. 
Diese Flächen mögen^ ihrer Lage und Gestalt nach, von Augenblick 
zu Augenblick sich ändern , also den Charakter elastischer Membranen 
besitzen y übrigens aber der Art sich bewegen^ dass sie die gegebene 
incompressible Flüssigkeit fortdauernd vollständig umscldiessen^ sodass 
also der von ihnen begrenzte Baum 9i seinem Volumen nach con- 
stant bleibt 

Um diese beJcannte oder unbeikannte Bewegung der Wände der* 
analytischen Behandlung zugänglich zu machen^ denken wir uns die 
atigenblickliche Fosition der Wände (ihre Lage und Gestalt) abhängig 
von irgend welchen Parametern*) a, /3, . . ., die ihrerseits bekannte oder 
unbekannte Functionen der Zeit sind. Ueberdiess setzen wir beständig 
voraus^ dass der Anfa/ngsssustand der Flüssigkeit wirbdfrei sei, d.^ i. ein 
Geschtüindigkeitspotentiäl besitze. Diese Eigenschaft wird alsdann per- 
manent vorhanden sein, der Art, dass auch im weiteren Verlauf der 
Bewegung fortdauernd ein solches Potential existirt [p. 15]. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Bewegung der Flüssigkeit, 
namentlich ihr Geschwindigkeitspotential O und ihre lebendige Kraft T 
zu berechnen, oder wenigstens die allgemeinen Regeln darzulegen, nach 
denen eine solche Berechnung in jedem speciellen Fall zu effectuiren 
ist. Und gleichzeitig stellen wir uns die Aufgabe, die Druckkräfte, 
mit denen die Flüssigkeit, während der betrachteten Bewegung, auf 
die umschliessenden Wände einwirkt, näher zu untersuchen. Nament- 
lich wollen wir dabei die Arbeit dieser Druckkräfte zu berechnen 
suchen, sowohl ihre wirMichCj wie auch ihre virtuelle Arbeit. 

Bestimmung des fieBchwlndigkeitspotentlals und der lebendigen Kraft 
der Flüssigkeit. — Auf Grund der schon genannten Vorstellungen und 
Voraussetzungen ergeben sich zuvörderst folgende Sätze: Ist der von 

*) Vgl. die den Begriff der Parameter a, ß, . . . erläntemden Beispiele auf 
p. 9 dieses Werkes. 
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der Flüssigkeit erfüllte Baum 9i einfach zusammeahängend, und die 
Bewegung der Wände gegeben ^ so wird iiierdurch die Bewegung der 
Flüssigkeit (auch ohne weitere Kenntniss ihres Änfangszustandes) be- 
reits völlig bestimmt sein [vgl. p. 27]. Ist hingegen jener Raum SR ein 
fnehrfach zusammenhängender^ und die Bewegung der Wände wiederum 
gegeben^ so wird hierdurch die Bewegung der Flüssigkeit erst dann 
Yollständig bestimmt sein^ wenn ausserdem noch gewisse den Anfangs- 
zustand der Flüssigkeit charakterisirende Constanten x, x, x\ . . . ge- 
geben sind [p. 31]. Diese x, x', x", . . . repräsentiren, beiläufig be- 
merkt, die Werthdiflferenzen, mit denen das Geschwindigkeitspotential 
der Flüssigkeit in den sogenannten Querschnitten des Raumes 9fl be- 
haftet ist. 

Offenbar kann man den zuletzt genannten Satz unter Anwendung 
der Geschwindigkeitscomponenten: 

(2.) «* = äi' ^^ay' ^=a7' 

auch so aussprechen: 

Ist SR mehrfach zttsammenMfigend, und betrachtet man die 
(vorhin genannten) Parameter a, ß, , . . als gegebene Functionen 
der Zeitj femer die den Anfangssustand der Flüssigkeit cliardkte- 
(3.) [risirenden Constanten x, x', x", ...als gegebene Gonstantefi, so 
werden hierdurch die Geschunndigkeitscofnponenten u, v, w der Flüssig- 
keit für die ganze Daua* der Bewegung vollständig bestimmt 
sein [p. 31]. 

Gleichzeitig ergeben sich für das GeschuntidigJ^its-Potential <t> und 
für die lebendige Kraft T der Flüssiglceit folgende Ausdrücke:. 

(4.) ^ = <t>o+[<«>i^" + *^4t + •••]' (P'39)' 

(5.) r = e„ + [e, {^)'+ 20, ^ ^-f + -], (p. 45), 

WO 00? *i7 *2; • • • von ^y Vj ^} «; A • • -y hingegen e^, 6^,, Ö^j, . . . 
nur von a, ß, . . . abhängen*). Die Zeit kommt in diesen Functionen 
Bur insofern vor, als sie Argument der a, /8, . . . ist Ueberdiess sind 
<t>Q und Qq mit den Constanten x, x', x", . . . behaftet, hingegen 0i, 
02^ • • • ^^^ 011? 0i2> • • • '^on denselben unabhängig. 


*) Bei diesen Angaben sind die in 0^, Oj, 0,, ... enthaltenen (ndditiven 
Glieder ^ welche lediglich von der Zeit abhängen, und für unsere Theorie völlig 
indifferent sind, als fortgelassen zu betrachten. Vgl. p. 40. 
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Auch findet man im vorliegenden Werk die allgemeinen Bedingungen 
angegeben, mittelst deren die Functionen 0„, O^, Og; • • • ^^ bestimmen 
[vgl. (Bq.), (Bp), (Bj.) etc. p. 39], desgleicJien die einfachen Formeln, 
mittelst deren sich die Werthe von 0^, G^, G^g, . . . aus denen der Func- 
tionen 00, 01, 0J5, ... ableiten lasseh [vgl. (4.) p. 45]. Es würde zu 
weit fuhren, diese Bedingungen und Formeln hier von Neuem zu 
wiederholen. Hingegen mag noch auf gewisse an V und O^ sich an- 
sdhliessende Grössen W, A, B, ... 'aufmerksam gemacht werden, welche 
durch folgende Formeln definirt sind*): 

(6.) W = 9 ///^ Vdxdydz, (p. 13), 

(7) In^n rrr !$• d*^«^«. (p. 59), 


\ etc. etc. etc.. 


(7.a) 


die Integrationen ausgedehnt gedacht über alle Yolumelemente dxdydz 
des von der Flüssigkeit erfüllten Raumes 9fl. Das in (6.) eingeführte 
W wird offenbar zu bezeichnen sein als das von den äusseren Kräften 
(deren Potential V ist) auf die Flüssigkeit ausgeübte GesamvUpotential, 

Aus den über die Functionen O^, O^, Og? • • • ^^^ ®o» ®ii; ®i2» • • • 
bei (4.), (5.) gemachten Angaben, so wie aus der Bildungsweise der 
Functionen W (6.) und A, B, . . , (7.) ergeben sich sofort folgende 
Bemerkungen: 

I V hängt ab von x, y, 0, 

l W hängt ab von den Parametern a, /8, . . . • 

(<i>Q hängt ab von x, y, 0, a, /J, . . . x, k, k\ . . . 
\4>i, 02? • • • hängen ab von x, y, 0, a, ß, , . . 

Go und A, B, , , . hängen ab von a, /8, . . . x, x', x", . . . 

Öin ®i2; • • • hängen ab von a, /8, . . . 

T hängt ab von ^, ^, . . . a, /5, . . . x, x', x", . . . 

Dabei ist hinzuzufügen, dass <Pq und Gg, also nach (7.) auch A, 
B, . . . identisch versctminden für den speciellen Fall eines einfach zu- 
sammenhängenden Raumes 9t [p. 64]. 

Die durch den Druck der Flüssigkeit auf die umgebenden Wände 
ausgeübte Arbeit. — Bezeichnet man die von der Flüssigkeit auf die 
Wände ausgeübten Druckkräfte mit p, und versteht man unter 
(8.) äL == L^äa + L^äß + . . .• 

« 

*) Dabei bezeichnet q [ebenso wie in (1.)] die constante Dichtigkeit der in- 
compressiblen Flüssigkeit. 
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diejenige virtuelle Arbeit^ welche diese Kräfte p leisten u>ürdeny falls 
man die Wände aus der Position (a, /J, . . .) in die Position (a + ^«; 
ß -\' Sßy . . .) übergehen lassen wollte ^ so handelt es sich darum, die 
Werthe von Lj, Lg, ... zu berechnen, oder wenigstens die allgemeinen 
Elegeln zu entwickeln, nach denen diese Z^, L^y . , . m jedem speciellen 
Fall berechnet werden können. 

Nimmt man in der Formel (8.) für 8a, dß, ... diejenigen Zu- 
wüchse da^ dßy . . ., welche die Parameter a, ß, , . , während des Zeit- 
elementes dt in Wirklichkeit erfahren, so erhält man an Stelle der vir- 
tuellen Arbeit jener Kräfte ihre toirJdiche Arbeit: 

(9.) dL = L^da + L^dß + ... 

Diese letztere bestimmt sich leicht. Multiplicirt man nämlich die drei 

Differentialgleichungßn (1.) respective mit ^, ^, ^, und addirt^ und 

summirt man schliesslich die so erhaltene Formel über sämmtliche 
Flüssigkeitstheilchen m, so erhält man nach einfachen Reductionen für 
die Arbeit dL den Werth: 

(10.) di = - diT + W), [vgl. p. 37], 

wo T und W die schon genannten Bedeutungen (5.), (6.) haben, und 
d{T -\- W) den Zuwachs von {T -\- W) während des Zeitelementes dt 
vorstellt. 

Was andererseits die Berechnung der virtuellen Arbeit SL (8.), 
d. i. die Berechnung von £|, L^, ... betrifft, so ist folgender Satz [der 
eine Erweiterung jies Satzes (3.) repräsentirt] voranzuschicken: 

Ist der Baum 91 mehrfach msammerihimgend^ und betrachtet 
man die Parameter a, ß, ... als gegebene Functionen der Zeit, 
femer die den Anfangsmstand der Flüssigkeit charakterisirenden 
(11.) Constanten x, x, x", ... als gegebene Constanten, so werden hiedurcli 
die Geschumdigkeitscomponenten u, v, w der Flüssigkeit, und d>enso 
auch die Werfhe der L^, L^, . . . für die gange Dauer der Be- 
wegung vollständig bestimmt sein [vgl. p. 31, 32]. 

Zur wirklichen Berechnung der Zj, L^j ... dient folgendes Ver- 
fahren: Neben der wirTdichen Bewegung des Systems, welche auf Grund 
der gegebenen Functionen a «= a(t), ß ^^^ ß(t), ... und der gegebenen 
Gonstanten x, x, x , . . . völlig bestimmt ist, betrachten wir gleich- 
zeitig eine gewisse fingirte Bewegung des Systems, welche von genau 
demselben Anfangszustande ausgeht, also mit denselben Constanten 
X, X, x', . . . behaftet sein soll, wie die wirkliche Bewegui^. Ueber- 
haupt soll diese fingirte Bewegung von der wirklichen sich nur dadurch 
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unterscheiden, dass bei ihr au Stelle der gegebenen f'unctionen a^ ßy ... 
etwas andere Functionen a -{- da, /J + Sß, . . . gedacht werden. Auch 
sollen die Unterschiede Sa, dß, ... der Art sein, dass sie sowohl zur 
Zeit tQ des Anfangszustandes, wie auch in irgend einem (wiilkührlich 
zu wählenden) späteren Zeitaugenblick ^^ verschunnden. 

Der Bezeichnungs weise äa, dß, . . . entsprechend mögen die Co- 
ordinaten irgend eines Flüssigkeitstheilchens m zur Zeit t, bei der 
wirMkhen Bewegung mit x, y, », bei der fingirten mit x + 8x, y + *y, 
z -^^ 8z benannt werden. Multiplicirt man nun die Gleichungen (1.) 
respective mit öx, dy, Sz, und addirt, so erhält man: 

oder falls man über den Raum SR, d. i. über alle Theilchen m der ge- 
gebenen Flüssigkeit summirt: 

(p. 47). Diese letzte Formel kann man mittelst leicht sich ergebender 
Transformationen in folgende Gestalt versetzen: 

(12.) f^=,S{T-W)-dL, (p.52), 

-WO ÖL die zu berechnende virtuelle Arbeit (8.) vorstellt, während T und 
W die in (5.), (6.) genannten Bedeutungen haben, und Q zur augen- 
blicklichen Abkürzung gesetzt ist für den Ausdruck^ 

Ö = j;.«» (^ *a^ + ^ *!^ + ^: *^), (P. 52). 

Dififerenzirt man dieses Q nach der Zeit^ so ergiebt sich nach mannig- 
faltigen Umgestaltungen: 


dt 


(2e„ + ^Jf + 5j? + ...) + ''(^+A (p.60), 


WO ©0, A, By ... die in (5.), (7.) genannten Bedeutungen haben, 
wahrend M und M zwei Ausdrücke vorstellen, die im Augenblick t^^, 
und ebenso im Augenblick t^ verschwinden. Substituirt man also diesen 

j o 

Werth von -^ in der Formel (12.), und integrirt man sodann diese 
Formel nach der Zeit von t^ bis t^, so ergiebt sich: 

'* r "1 
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oder kürzer geschrieben: 

(14.) f(SL — df)dt = 0, (p. 60), 

wo alsdann f die Bedeutung hat: 

(15.), f^T-W-2e,-{Ä'^^ + B'l + ..); 

80 dass also [vgl. (7. a)J dieses 

(15. a) /' abhängig ist von , , ,^y ... a, /5, ... x, x', x", ... 

Substituirt mau für dL den Ausdruck (8.), so entspringen aus der 
Formel (14.)^ nach bekannter Methode folgende Gleichungen: 


(16.) 


j df d df , da 

^^~di~ dtdi' wo a — ^^, 

^^~dß dt ap'' wo p — ^^; 

etc. etc. etc. [p. 61J. 


Und substituirt man schliesslich für f seine eigentliche Bedeutung (15.), 
so nehmen^ die Formeln (16.) die Gestalt an: 

(16.a)|^ da dtda^lKdß da)P^\dy daJ^^ J 

\ L^= etc. etc. etc. [p. 63]. 

Hiermit ist unsere Aufgabe gelöst Will man nämlich L,, 
Lj{; • • • wirklich berechnen, so hat man zuvörderst die Functionen O, T, 
00, ^, jB, . . . und W nach dm in (4.), (5.), (6.), (7.) angedeuteten Regeln 
und Formeln zu bestifnmen. Solches ausgeßhrt, ergeben sich alsdann die 
Wertlie der L^, Lg? • • • ^^ittelst der Formeln (16. a). 

Man kann füglich die Gleichung (10.) als die des Princips der 
ld)etuligen Kraß, und ebenso die Formel (14.) als die des Hamiltofi- 
sehen Princips bezeichnen. 

Die Formeln (13.), (14.), (15;), (16.), (16. a) habe ich im vorliegen- 
den Werk np.chträglich noch einer gewissen Verißcation [p. 65 — 75 1 
unterworfen. Im Grunde genommen liefert diese Verißcation eine fieue 
Methode zur Ableitung der Formeln, und (beiläufig bemerkt) eine 
Methode, die ich früher gefunden hatte, als die soeben hier angedeutete, 
an das Hamilton'sche Princip eich anlehnende Methode. Vgl. p. 12. 

Die Bewegung starrer Körper in der Flüssigkeit. — Den Schluss 
des ersten Abschnitts (p. 76 — 92) bilden einige sehr einfache Unter- 
suchungen von ganz speciellem Charakter, auf welche ich hier nicht 
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weiter eingehen will. Statt dessen benutze ich die Gelegenheit zur 
Hinzufügung einer gewissen aUgemeinefi Betraditung. 

Die Flüssigkeit sei begrenzt von (w + 1) starren Körpern Äq, Ä^, 
^, . . . ^. Der Körper ^^ habe nämlich eine schaalenförmige Gestalt; 
und innerhalb dieser Schaale befinde sich die Flüssigkeit; während 
gleichzeitig innerhalb der Flüssigkeit die übrigen Körper ft^, ^ . . . ^n 
wie einzelne Inäeln enthalten sind. All' diese (n -f* 1) starren Körper 
seien in beliebiger Bewegung bägriffen^ sodass also die Flüssigkeit von 
(n + 1) starren Flächen ^q, (J^, tf^; • • • ^» begrenzt ist, deren absolute 
und relative Lage von Augenblick zu Augenblick sich ändert. Ebenso 
wie früher mögen die Parameter, von denen die augenblickliche Posi- 
tion dieser (n -|~ 1) Flächen abhängt, mit a, ß, , , . bezeichnet sein; 
sodass also die Anzahl dieser Parameter s=6(n+ 1) o^^r <6(w+ 1) 
sein wird, je nachdem die Beweglichkeit der Körper eine freie, oder 
aber eine durch gegebene Bedingungen beschränkte ist. 

Hält man, hinsichtlich der Flüssigkeit, an den früher gemachten 
Voraussetzungen und Bezeichnungen fest, so erhält man nach wie vor 
die t^ormel (14.): 

(1?:) f{df—sL)dt = o, 

wo f die in (15.) eingeführte Abbreviatur ist, während ÖL die virtuelle 
Arbeit der von der Flüssigkeit auf die Körper ausgeübten Druckkräfte 
vorstellt. 

Wir können nun aber andererseits das Hamilton'sche Princip, in 
seiner bekannten gewöhnlichen Form^ unmittelbar cmf die gegebenen 
(n + 1) starren Körper anwenden, und erhalten alsdann folgende zweite 
Formel: 

(18.) /(*a: + *© + SL) dt = 0. 

Hier repräsentirt SL [ebenso wie in (17.)] die virtuelle Arbeit der von 
der Flüssigkeit auf die Körper ausgeübten Druckkräfte, femer d© die 
virtuelle Arbeit edler sonstigen auf die Körper einwirkenden Kräfte, end- 
lich % die lebendige Kraft der Körper. Durch Addition von (17.) und 

(18.) folgt: 

ti _ 

(19.) /(*/'+ *3: + ä®)dt = 0, 

to 

Aus dieser Formel aber entspringen, falls man 
(20.) tf@ = @i*a + ©,d/3H 
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setzt, nach bekannter Methode folgende Dififerentialgleichungen: 


(21.) 


da dt da » ^^ ' dt \ 

ap ^« ap- -h 'öa — ^. wo p — ^^ , 

etc. etc. etc. 


d. i. ebenso viele Differentialgleichungen, als Parameter a, ß, . . . vor- 
handen sind. Sind nun jene auf die Körper einwirkenden Kräfte (deren 
Arbeit mit d@ bezeichnet wurde) gegeben^ mithin die Grössen ©j, ©2; • • • 
ebenfalls gegeben, so bestimmen sich mittelst dieser Differentialgleichungen 
die Parameter a, ß, . . , als Functionen der Zeit. Mit andern Worten: 
Die Formeln (21.) repräsentiren diejenigen Differentialgleichungen, van 
denen die Bewegung der betracfiteten Körper beherrscht wird. Will man 
eine deutliche Vorstellung von der Beschaffenheit dieser Gleichungen 
haben, so braucht man sich nur zu erinnern an die Bedeutung des 
Ausdruckes f. Vgl. (15.) und (15. a.). 

Uebrigens kann man, um die Bewegung der Körper zu bestimmen, 
ausser den Differentialgleichungen (21.) auch noch das Princip der 
lebendigen Kraß anwenden. Dieses nämlich liefert nach (10.) bei seiner 
Anwendung auf die Flüssigkeit die Formel: • 

(22.) d{T + W)=- dL, 

und andererseits bei seiner Anwendung auf die Körper die Formel: 
(23.) d% = d® + dL] 

woraus durch Addition folgt: 

(24.) d(% + T-\- W) = d(B, d.i.=e^da + e^dß-\ , 

— eine Gleichung, die sich leicht erweisen lässt als eine unmittelbare 
Consequenz der Differentialgleichungen (21.) 

Specielle Fälle. — Ist der von der Flüssigkeit eingenommene Raum 
9% einfach zusammenhängend, so werden Q^^, A, D, , . , sämmtlich 
= [vgl. p. 64]; so dass also der Ausdruck /' (15.) in diesem Fall 
übergeht in (T — W)] wodurch die Formeln (19.), (24.) die einfachere 
Gestalt ^erhalten: 

(25.) /[«C^'- W) + d% + d®]dt = 0, 

J(3; + T+ W) = d®. 

Setzt man überdiess voraus, dass von Aussen her Jceinerlei Kräfte ein- 
wirken weder auf die Flüssigkeit noch auf die Körper, dass mithin 
F, W, d@, d® Null sind, so gehen die Formeln (25.) über in: 
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(26.) iV(2;+T)]d^ = 0, 

d{% + T) = 0, d. i. 2 + T= Const 

Die üntersncliimgeii von Thomson nnd Tait. — Nachdem Hicks 
in seinem schon genannten Beport die Arbeiten von Ditichlety CM)Sch 
und Helmhöltz erwähnt hat, sagt er daselbst (1881, p. 4): 

The next great advance in theory was due to tJis puhlication in 
1867 of Thomson and TaiVs „Natural Philosophy^'. Hcre, for the 
first time Lagrange* s equations of motion were applied, tlwugh without 
any direct proof (hat tlie equations were applicable to cases in ivhich tliere 
is an infinite degree of freedom and in which a portion of the generalised 
coordinates to not appear. Objections tvere raised hy several mathentaticians 
to this application, amongst whom may he mentioned Purser [Phil. 
Mag. (5.), Vol. 6, p. 354] and Boltzmann [Crelle's Journal, Bd. 73]. 
Dabei sei mir erlaubt zu bemerken, dass der Boltzmann'sehe Einwand 
diesen Worten des Hicks'schen Report nicht vollständig entspricht. 
Vielmehr zeigt Boltzmann [1. c. p. 128], dass jene von Thomson und 
Tait gemachte Anwendung der Lagrange-Hamilton-Jacobrschen Formeln 
völlig correct sei für deij Fall, dass der von der Flüssigkeit erfüllte 
Raum einfach zusammenhängt, dass jene Anwendung hingegen zweifel- 
hafter Natur sei für den Fall eines mehrfach zusammenhängenden Raumes. 

Sodann heisst es weiter in dem Hicks'schen Iieport*)i In tlie second 
edition (of tlie „Natural Philosophy^), publisJied in 1879, this qtiestion 
was eonsidei-ed under a general tJieory of „Jgnoration of coordinates^', 
Starting with the expression for the energy containing all the generalised 
vehcitieSy the generalised equations for the coordinates ignored are written 
down and integrated once on the suj)position tJiat tlie force-components 
corresponding to tlie ignored coordinates do not occur. These give a number 
of equations, containing the velocities, equal in number to the ignored 
coordinates j and of tlie form: 

(linear function of the vclocities) = Const, 

By 7neans of tliese, therefore, tlie ignored coordinates can he eliminatcd 
frotn tlie expression for the ctiergy. This is done, and Lagrange' s equations 
for the non-ignored coordinates are transformed to apply to tlie energy as 


*) Ich glaube mich hier auf die letzte der betreffenden Thomson'schen Publi- 
cationen, von 1879, auf welche in dem Hicks'schen Report (1881, p. 4) vorzugsweise 
Gctoicht gelegt wird, beschränken zu dürfen. Die ausserdem noch in jenem Report 
(1881, p. 16, 17) erwähnten, diesen Gegenstand betreffenden Thomson^schen Aufsätze 
datiren aus frülieren Jahren: 1860, 64, 71, 72. 
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expressed in ihe neu? form. NaturcMy this is more complicated than the 
ordinary Lagrangian form, But when we have to do tvith fluid moiion, 
where the motion commences from rest, or can he brought to rest tvithout 
application of force-eompotients corresponding to the ignored coordinates, 
the constants introduced in the first integration are all eero. When 
this is the case the transformed Lagrangicm equations reduce to the 
ordinary form. 

Ich habe diese Stelle des Hick^schen Rqport hier wortlich mii- 
getheilt, hauptsächlich deswegen, weil es mir zu meinem Bedauern 
nicht gelungen ist, von der betreffenden Thomson-Tait^achen Theorie 
ein deutliches Bild zu gewinnen. Es mag mir gestattet sein, meine 
Bedenken gegen diese Theorie hier in Kürze mitzutheilen. 

Thomson und Tait {Natural Philosophy 1879, p. 320—324) denken 
sich die lebendige Kraft (% -f~ ^) ^^^ ganzen Systems ausgedrückt 
durch Uy ß; . , . und durch gewisse ignored coordinates %, Xi9 • ' -; ^^' 
wie durch die Ableitungen von «, ^, . . . X* Xi; • • • ^^^^ ^^^ Zeit*); 
der Art, dass die Zo^an^e'schen Differentialgleichungen die Gestalt 
annehmen: 

dt da da — ^' ^^ " — dt' 

etc. etc. 

dt dz dx — ^' ^^ ^ ~ dt' 

etc. etc. 

Hinsichtlich jener ignored coordinates %, Xn • • • "^^^^ von Thomson und 
Tait zweierlei verlangt (1. c p. 320), nämlich: 

dass die lebendige Kraft (£ -(~ ^) ^^^ ^^^ Ableitungen der 
1 \%7X\9**' nach der Zeit, nicht aber diese selber enthält, 

dass mithin z. B. ^ — = sei. 

^^ i dass die den ignored coordinates X? Xu • • • entsprechenden 
I force-components X, Xi, . . . gleich Null seien. 

Wie soll man aber diesen beiden Anforderungen gleichzeitig ent- 
sprechen, selbst wenn man mit Thomson und Tait voraussetzt, dass 
keine äusseren Kräfte einwirken? — Nimmt man für x? Xi; • • - geradezu 


*) Der Continuität willen halte ich hier an meinen Bezeichnungen fest, indem 
ich bemerke, dass die lebendige Kraft (% -{- T), ferner die Parameter a, ß, . . . 
endlich die Grössen Zi Zu • • • ^on Thomson und Tait respeotive mit T, femer 
mit ^, 9, . . ., endlich mit x» z't • • • bezeichnet sind. 
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die rechtwinkligen Coordinaten der einzelnen Flussigkeitsmolecüle, so 
ist die Anforderung I. allerdings erfüllt. Es würden dann aber die 
einzelnen Flüssigkeitsmolecüle als vöUig frei beweglich betrachtet werden; 
so dass man also die Incompressibilität als die Wirkung ii^end welcher 
innerer Kräfte anzusehen hätte, und diese letzteren müssten alsdann 
also mit in Rechnung gebracht werden^ wodurch sich für X^ X^, . . . 
gewisse Werthe ergeben würden; — was der Anforderung IL wider- 
spricht. 

Nun kann man allerdings die Incompressibilität auch in anderer 
Weise auffassen, sie nämlich ansehen als das Resultat gewisser zwischen 
den Coordinaten der Flüssigkeitsmolecüle stattfindenden Bedingungs- 
gleichungen. Alsdann hätte man in den Xo^an^e^schen Gleichungen 
für %j %i, ' ' ' diejenigen independenten Variablen zu nehmen^ durch 
welche diese Bedingungsgleichungen identisch Erfüllt werden. Und bei 
dieser Sachlage würden alsdann die X, X^, ... in der That' = sein, 
mithin würde der Anforderung II. entsprochen werden. Andererseits 
aber würde alsdann die lebendige Eraft (X -f~ ^ nicht nur mit den 
Ableitungen der x> Xi> • * - ^^^^ ^^^ Tieii, sondern auch mit diesen selber 
behaftet sein; was der Anforderung I. widerspricht. 

Der zweite Abscbnitt (p. 98 — 142) 

handelt von der Bewegung einer Eugel im Innern einer Flüssig- 
keit, welche auf einer Seite von einer festen Ebene begrenzt ist, nach 
allen übrigen Seiten aber ins Unendliche sich ausdehnt. Dabei ist die 
Flüssigkeit im Unendlichen von einer festen Fläche begrenzt zu denken ; 
so dass also ihre vollständige Begrenzung am einfachsten etwa be- 
stehend gedacht Werden kann einerseits aus der festen Ebene selber^ 
und andererseits aus einer um irgend welchen Punct o dieser Ebene 
mit unendlich grossem Radius beschriebenen Halbkugelfläche. 

Die feste Ebene wird zur j/£f- Ebene, und ihre in o errichtete, in 
die Flüssigkeit hineinlaufende Normale zur a;-Axe gewählt. Auch wird 
der Einfachheit willen vorausgesetzt, dass die Eugel nur sich selber 
parallel längs eines festen Geleises beweglich ist, der Art, dass ihr 
Centrum c beständig auf der a;-Axe bleibt. (Vgl. die Note p. 77.) 

Wir stellen uns nun zuvorderst die Aufgabe, die Bewegung der 
Flüssigkeit für den Fall zu berechnen, dass die Bewegung der Eugel 
eine vorgeschridfenCy mithin die a;-Coordinate ihres Centrums c eine 
gegAene Function der Zeit ist. Dabei mag angenommen werden, dass 
auf die Flüssigkeit selber von Aussen her irgend welche Eräfte ein- 
wirken, deren Potential V eine gegebene Function der Coordinaten ist. 
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Die unter diesen Umständen für das Geschwindigkeitspotential 
sich ergebenden Bedingungen sind von der Function F= ^(i*?;!/?^) 
völlig ufwbhängig [p. 116]. Und demgemäss ergiebt sich^ dass dieses 
0, und ebenso auch die Bewegung der Flüssigkeit symmetrisch ist 0ur 
x-Äxe. Hieraus folgt sofort, dass die Resultante der von der Flüssig- 
keit auf die Eugel ausgeübten Druckkräfte in die Ilinie der x-kxe 
fallt. Die weitere Rechnung zeigt sodann, dass die l^endige Kraß T 
der Flüssigkeit und jene soeben genannte Besultante X^ Werthe von 
folgender Form besitzen: 

(1.) T = '^IPF(^)j', [(49.) p. 136], 

(2.) x* = -Z> + a(^y-a3g, [(64.) p. 140], 

WO das deutsche je die o^Coordinate des Centrums c vorstellt. Dabei 
bezeichnen F, Ä, S3 Functionen von j, welche, ausser von j, nur noch 
von zwei Constanten abhängen, nämlich vom Radius R der Kugel, und 
von der Dichtigkeit q der incompressiblen Flüssigkeit Ausserdem 
repräsentirt X^ die dem Princip des Archimedes entsprechende Kraft, 
nämlich die o^-Componente derjenigen Wirkung, welche die dem Poten- 
tial V entsprechenden äusseren Kräfte auf die Kugel ausüben toürden, 
falls die Materie der Kugel identisch wäre mit der der gegebenen 
Flüssigkeit 

Dabei ist zu bemerken, dass %, S3 stets positiv sind. Jene Resul- 
tante Xp (2.) der auf die Kugel ausgeübten Druckkräfte besteht daher 
aus drei Pärtialkräften, deren Richttingen sich leicht näher angeben 
lassen. Die erste derselben entspricht nämlich dem Princip des Archi- 
medes. Die »weite ist von solcher Richtung, als rührte sie her von 
einer zwischen der Kugel und der festen Ebene stattfindenden gegen- 
seitigen Äbstossung. Und die dritte endlich ist von solcher Art, dass 
sie der angenblidclichen Beschleunigung der Kugel fortdauernd entgegen- 
arbeitet. 

Man wird offenbar die Formeln (1.), (2.) auch dann anwenden 
können, wenn die Bewegung der Kugel noch unbekannt, mithin *£ eine 
imbeikannte Function der Zeit ist. Wirken z. B. auf die Kugel, ausser 
der Druckkraft 2^, noch irgend welche sonstigen äusseren Kräfte ein, 
deren a;-Componente X gegeben ist, so erhält man für die Bewegung 
der Kugel die Differentialgleichung: 

(3.) M^^Z + XP, [(62.) p. 140], 

wo M die Masse der Kugel vorstellt. Und substituirt man hier für 
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X'^- seinen Werth (2.), so erhält man eine Differentialgleichung; aus 
welcher £ als Function von t zu bestimmen ist 

Absichtlich habe ich hier, wie auch in den folgenden Abschnitten 
zwischen 0ioeierld äusseren Kräften unterschieden, um diesen Unter- 
schied durch ein Beispiel deutlich hervortreten zu lassen , denke man 
sich; dass das ganze betrachtete System der Schwere unterworfen ist, 
dass ausserdem aber die Eugel magnetisch, und der Einwirkung irgend 
eines (auf der andern Seite der ^jet- Ebene befindlichen) fest aufgestellten 
Magneten unterworfen sei. Alsdann wird V das Potential der Schwere 
sein. Hingegen wird alsdann die in (3.) auftretende Componente X 
theils von der Schwere der Eugel , theils aber auch von den auf sie 
einwirkenden magnetischen Kräften herrühren. 

Die R^chnungsoperationen des gegenwärtigen Abschnitts lassen sich, 
unter Anwendung der dipolaren Coordinaten^ im Allgemeinen in sehr 
einfacher planer Weise durchführen. Schwierigkeiten bereitet dabei 
nur die Auf losung eines gewissen Systems von unendlich vielen linearen 
Gleichungen (p. 123). Bezeichnet man die aus diesen Gleichungen zu 
berechnenden Unbekannten mit Aq, A^^ A^, A^, . . . in inf,, so enthält 

die erste Gleichung: A^, A^, 

die zweite: -4q, A^, A^, 
(4.) { die dritte: Ai, A^, A^, 

die vierte: A^y A^j A^, 

u. 8. w. u. s. w. 

Wäre also A^ bekannt, so konnte man aus der ersten Gleichung 
sofort Ai^ sodann aus der zweiten A^y hierauf aus der dritten A^ 
berechnen, u. s. f. In Wirklichkeit aber ist ALq unbekannt Und es 
scheint daher zur definitiven Berechnung der A's noch eine Gleichung 
zu fehlen. Diese Lücke findet ihren Ersatz durch den Umstand, dass 
An mit wachsendem n gegen convergiren muss, was angedeutet 
werden kann durch die Formel: 

(5.) A^ =- 0. 

Und mit Rücksicht hierauf lässt sich alsdann die Berechnung der .^'s 
aus jenen Gleichungen wirklich durchführen, wenn auch mit einiger Mühe. 
Als Endresultat dieser Rechnung ei^iebt sich für das Geschwindig- 
keitspotential <t> der Flüssigkeit eine gewisse unendliche Reihe [(33.), 
p, 129], deren aufeinanderfolgende Glieder merkwürdiger Weise in ein- 
facher Beziehung stehen zu den Thomson' scliei% Spiegdpuncten (Electrical 
Images). Bezeichnet man nämlich das Centrum c der Eugel mit 2, 
femer das Spiegelbild von 2 in Bezug auf die gegebene feste Ebene 
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mit 3, sodann das Spiegelbild von 3 in Bezug auf die Kiigel mit 4, 
hierauf das Bild von 4 hinsichtlich der festen Ebene mit 5, u. s. w. 
u. s. w., so ist die in Rede stehende Reihe von der Form: 

(6.) cD = C+cD,-<D3 + 04~^5 + <>6~+---, [vgl. (33.) p. 129] 
wo 02 ^" derselben Beziehung zu 2 steht, wie O^ zu 3, wie 4)^ zu 4, 
wie 05 zu 5, u. 3. f. Dabei bezeichnet C eine unbestimmte Constante, 
oder genauer ausgedrückt ein unbestimmtes Glied, welches nur noch 
von der Zeit abhängen kann. 

Der dritte Abschnitt (p. 143—193). 

handelt von der Bewegung einer Kugel im Innern einer Flüssig- 
keit, welche nach Aussen hin begrenzt ist von einer festaufgesteUten 
Kugelfläche. Dabei dient als Anfangspunct des Coordinatensystems ein 
auf der letzteren Fläche markirter Punct a^, als a;-Axe der von a^ 
ausgehende Durchmesser dieser Fläche, und als j/^st-Ebene"^) die in a^ 
an dieselbe gelegte Tangentialebene (Figur p. 190). Auch wird der 
Einfachheit willen (ähnlich wie im vorhergehenden Abschnitt) wiederum 
vorausgesetzt, dass die innerhalb der Flüssigkeit vorhandene Kugel 
nur sich selber parallel längs eines festen Geleises beweglich ist; der 
Art, dass ihr Mittelpunct c stets auf der ^-Axe bleibt. 

Bezeichnet man also den Mittelpunct der festaufgestellten Kugel- 
fläche mit Cq, so wird offenbar das gegenwärtige Problem in das des 
vorhergehenden Abschnitts übergehen,, sobald man den Radius {a^c^ 
unendlich gross werden läss. Es ist mithin jenes frühere Problem nur 
ein Specialfall des gegenwärtigen. 

Obwohl es keinem Zweifel unterliegt, dass die bei jenem frühern 
^pecielleren Problem angewandte Methode auch zur Absolvirung des 
gegenwärtigen allgemeineren Problems geeignet sein werde, so scheint 
es doch bei der grossen Weitläufigkeit jener Methode sehr wünschens- 
werth, dieselbe durch einen beqtiemeren Weg zu ersetzen. Eine gewisse 
Andeutung zur Auffindung eines solchen bequemeren Weges scheint 
gegeben zu sein durch das spontane Hereintreten der Electrical Images 
in den Gang der früheren Untersuchungen. Denn hierdurch entsteht 
die Yermuthung, dass diese Images für die hydrodynamischen Probleme 


*) Dabei ist zu bemerken, dass behufs der Rechnung noch eine ztoeiteyz-Ebene 
eingeführt wird, mithin noch ein zweiter auf der schon fixirten x-Axe liegender 
Anfangspunct. Dieser letztere ist derjenige, von welchem aus in dem gerade be- 
trachteten Zeitangenblick die Tangenten an beide Kugelflächen gleich lang sind 
(vgl. Figur p. 177). 

Neu mann, HydrodynamiBoho Untersnohungen b 
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vielleicht von derselben fundamentalen Bedeutung sein möchten^ wie 
für die elektrostatischen Probleme. Diese Yermuthung hat sich in der 
That bestätigt Und demgemäss habe ich das Problem des gegen- 
wärtigen^ und ebenso auch dasjenige des nächstfolgenden Abschnittes 
mittelst der Theorie der Electrical Images zu absolviren vermocht; wo- 
durch ich der Mühe überhoben worden bin^ so fatale Gleichungen, wie 
die in (4.) angedeuteten, von Neuem behandeln zu müssen. 

Doch ist die Entdeckung dieses neuen bequemeren Weges meiner- 
seits nnr eine scheinbare gewesen. Denn in Wirklichkeit ist Stohes der 
Entdecker dieses Weges, wie ich solches nachträglich aus dem Hicks^scheu 
Beport erkannt habe. In diesem Beport (1881, p. 6) heisst es nämlich: 
Ä most pou^erfuU method of attacJdng particular problems in fluid motion 
is thai knoum as (he method of images, The concqption appeares to have 
been first introduced by Stokes in 1843 (Comb. Philosoph. Trans. Vd. 8), 
in considering the problem of the motion of a ^phere in presence of a 
plane. But the theory received no extension untü Thomson's discovery 
of the electrical image of a point of dectridty in presence of a conducting 
spihere again drew Stokes' attention to the matter, the result being a 
Short note in the ^^British Association Beport for 1847^^, in which he 
gives fhe image in a sphere of a doublet, whose axis passes through the 
centre of the sphere. Weitere Bemerkungen über diese Betrachtungen 
von Stokes, sowie über eine sich anschliessende Arbeit von Hicks (auf 
die ich später noch genauer einzugehen habe) findet man in dem 
Hicks'schen Beport von 1882, auf p. 12 und 13. 

Soviel über die Methode der Untersuchung. Was die Besultate 
derselben betrifft, so ergeben sich hier analoge Formeln, wie im vor- 
hergehenden Abschnitt, indem man z. B. an Stelle von (1.), (2.) folgende 
Ausdrücke erhält: 

(7.) T« ^ R'F (^y, [(65.) p. 190], 

(8.) xp — x» ± « (§y - »S' tc^ö-) p- i^iJ- 

Dabei bezeichnen F, % S3 Functionen der Centraldistanz E der beiden 
Eugelflächen, und zwar Functionen, welche, ausser von E^ nur noch 
von drei Gonstanten abhängen, nämlich von den Radien B und Bq 
der beiden Eugelflächen und von der Dichtigkeit q der Flüssigkeit 
Ausserdem ist (ebenso wie früher) unter £ die rc-Coordinate des Mittel- 
puncts c der in Bewegung begriffenen Kugel zu verstehen. Die Resul- 
tante X^ des auf diese Kugel ausgeübten Druckes zerföUt nach (8.) in 


Inhaltaübersicht. XIX 

drei Partialkräfte; und die Richtungen dieser Partdalkräfte lassen sich 
leicht angeben. Die erste derselben entspricht nämlich dem Princip 
des Archimedes; die zweite ist von solcher Richtung; als rührte sie 
her von einer zwischen den beiden Eugelmittelpuncten stattfindenden 
gegenseitigen Anziehung] und die dritte endlich ist von solcher Art, dass 
sie der augenblicklichen Beschleunigung der Kugel jedersfeit entgegenarbeitet. 
Bei den Formeln (7.), (8.) kann (ähnlich wie früher) das j als 
eine belidng gegebene Function der Zeit aufgefasst werden. Ist £ un- 
bekannt, mithin die Bewegung der Eugel ebenfalls unbekannt, sind 
aber die auf sie von Aussen her einwirkenden Kräfte gegeben, so 
findet man zur Bestimmung ihrer unbekannten Bewegung wiederum 
die in (3.) angegebene Differentialgleichung, ü. s. w. 

Der vierte AbBChnitt (p. 194— r286) 

handelt von der Bewegung zweier Kugeln innerhalb einer Flüssig. 
keit, die sich nach allen Seiten ins Unendliche erstreckt, und im Un- 
endlichen begrenzt zu denken ist von einer fest aufgestellten geschlossenen 
JFläche. Der Betrachtung wird ein absolut festes Coordinatensystem 
X, y, z zu Grunde gelegt; und zwar wird vorausgesetzt, dass die beiden 
Engeln nur sich selber parallel längs eines festen Oeleises beweglich 
sind, der Art, dass ihre Mittelpuncte c und c^^ fortdauernd auf der a;-Axe 
bleiben*). 

Nimmt man zuvorderst an, die Kugeln befönden sich in vor- 
geschriä)ener Bewegung, und es seien also die Coordinaten j: und ^q der 
beiden Eugelmittelpuncte c und Cq gegd>ene Functionen der Zeit, und 
es wirkten dabei auf die Flüssigkeit von Aussen her irgend welche 
Ejräfte ein, deren Potential V eine gegebene Function der Coordinaten 
ist, so wird die Bewegung der Flüssigkeit, wie diese Function V{Xj j/, z) 
auch beschaffen sein mag, stets symmetrisch zur x-Axe sein. Die JRe- 
suUanten der auf die Kugeln ausgeübten Druckkräfte fallen daher in die 

Linie der a?:Axe, und können demgemäss mit "XF und X^ bezeichnet 
werden. Will man diese Resultanten berechnen, so hat man zunächst 
die Ubendige Kraft T der Flüssigkeit zu ermitteln. Für diese letztere 
erhält man einen Ausdruck von der Form: 


*) Behnfs der Bechnong wird auaserdem noch ein etoeites und zwar in Be- 
wegung begriffenes Coordinatensystem x, y^ e eingeführt, dessen x-Axe stets zu- 
sammenföllt mit der des festen Systems, und dessen Anfangspunct in jedem Augen- 
blick an. derjenigen Stelle dieser Aze liegt, von welcher aus die Tangenten an 
beide Kugeln gleich lang sind. 
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(1.) T=Z{^1)" +2H%'^- + Z,{^^^\ . [(7.)P.196J, 

WO Z, Zq, H Functionen der Centraldistanz E der beiden Kugeln vor- 
stellen, und zwar Functionen, die, abgesehen von Ey nur noch von drei 
Constanten abhängen, nämlich von den beiden Kugelradien R, Rq und 
der Flüssigkeitsdichtigkeit q. 

Bezeichnet man die Ableitungen der Functionen Z, Zq, H nach E 
mit den entsprechenden Meinen Buchstaben, setzt man also: 


(2.) 


y dZ. . dZ.Q dH 

^~dS' ^'^'dE' '^~dE 


und femer: <^ «= f + 2i? + £o> 

so ergiebt sich (zum Theil mittelst mühsamer Untersuchungen), dass 
die eilf Functionen 

(3.) Z, Zo, (- H), [vgl. (69.) p. 219], 

(4.) (Z + H), (Zo + H), 

(5.) (ZZ„ - HO, 

(6-) , (- Ö, ir-io),n, [vgl. (69.) p. 219], 

(7.) {ff - e«o) und «, [vgl. (22.), (24.) p. 231], 

stets positiv sind. Dies ist für die Functionen (3.), (6.), (7.) in meinem 
Werk wirklich bewiesen, bedarf aber für die Functionen (4.), (5.) noch 
eines kleinen Nachtrages. 

Um diesen Nachtrag zu liefern, addiren wir die beiden auf p. 221 für 
Z, H angegebenen Ausdrücke, und erhalten in solcher Weise eine Formel 
von der Gestalt: 

(a.) Z + H = (pos. F.) (r + A) 

wo (pos. F.) einen positiven Faktor vorstellt, während f, A die Be- 
deutungen haben: 

(b.) r = 3(9>3+y3+y3 _,_... )^ 

(C.) A = 1 - 3(^3 + ^3 _|_ ^3 + .. .). 

Dabei repräsentiren tp. und ij>j folgende Ausdrücke: 


Hieraus folgt, dass tp., '\p. positiv sind; denn es repräsentiren g, q^ und 

f=^qqo positive ächte Brüche, und überdiess sind (im ganzen Werk) unter 
den Quadratwurzeln stets die positiven Werthe derselben zu verstehen. 
Aus dem Positivsein von qp., ^. folgt, dass z. B. 

(e.) r ebenfalls positiv ist. 
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Was ferner A betrifft, so kaon das fp. (d.) so geschrieben werden: 

wo der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck <[^ ist; wie solches 
aus (y.), {9") p. 215, 216 sofort sich ergiebt. Somit folgt: 

^-^ < T (,! + /'» + /* + ••• + /'*^V ^ " 

wo F. als augenblickliche Abbreviatur dienen soll für den Ausdruck 
rechts. Der Differentialquotient dieses Ausdrucks F. nach f ist nach 
p. 137 stets positiv. Folglich wird F. mit wachsendem f stets wachsen, 

und daher, weil f zwischen und 1 yariirt, stets zwischen und -—. 
bleiben; so dass man also erhält: 

*> < w 

Mit Bücksicht hierauf ergiebt sich aber aus (c): 

.>,-a(iy[.+(iy+(iy+(iy+...], 

mithin a fortiori: 

.>,-s(i)'[.+(iy+(|)'H.(i)'+...]. 


«« 


also, weil die hier in der eckigen Klammer stehende Beihe *» ~ ist: 

folglich: 

(f.) A = pos. 

Schliesslich erhält man aus (a.), (e.), (f.): 

(g.) Z + H = pos. 

Und in analoger Weise wird sich ergeben, dass 
(h.) 2Jq + H ebenfalls = pos. 

ist. Aus (g.), (h.) folgt sofort: 

2>-H, 
2o>-H. 

Hieraus aber folgt weiter [weil Z, Z^ und ( — H) positiv sind, vgl. (8.)]: 

(i.) ZZ^ > HK 

Und durch die Formeln (g.), (h.), (i) ist der Beweis ^^eführt für die in 
(4.), (6.) gemachten Behauptungen. 

Bemerknng. — Uebrigens ist die Function 6 (7.) nicht nur positiv^ 
sondern, so lange die beiden Kugeln einander nicht berühren, auch stets 
von Null verschieden, wie sich solches aus der Untersuchung p. 227—281 
leicht ergiebt 


- Ce(jo) 
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Auf Grand der Formel (1.) und unter Anwendung des Hamilton'- 

schen Princips ergeben sich nun für die Resultanten 'X!^ und Xq der 
Druckkräfte die Werthe: 

(8.) x.^-z>-g(^)yKty-2(z,^f+H5^). 

(9.) XI Zi+So(^)-«(§y-2(Zo5^ + Hg), [(3.)p.233], 

WO i, i^ % 6 die Bedeutungen (2.) haben^ überdiess aber vorausgesetzt 
ist; dass £>£o ^^^9 mithin die Centraldistanz E den Werth habe: 

(10.) -E = E — Eo. (vgl- <Jie Figur). ^ 

Die auf die Eugel (c) ausgeübte Druckkraft X^ 
besteht, zufolge (8.), aus ßnf Partialkräften, deren 
Richtungen leicht angebbar sind. Die erste dieser ,T<^(t) 

Partialkräfte entspricht nämlich dem Princip des Ar- 
chimedeSy die zweite und dritte sind von solcher Rich- 
tung; als rührten sie her von einer zwischen den beiden 
Kugeln stattfindenden gegenseitigen Abstossung*). Die 
vierte ist von solcher Art; dass sie der augenblicklichen 

Beschleunigung der betrachteten Eugel (c) stets en^ 

gegenarbeitet] und die fünfte endlich von solcher Be- 
schafienheit, als würde die Kugel (c) durch die augenblickliche Be- 
schleunigung ihrer Nebenkugel {Cq) zu einer Bewegung in gleichem 
Sinne animiri 

Sind die Bewegungen der beiden Kugeln unbekannt, weiss man 

aber; dass dieselben; ausser von den Druckkräften X^ und Xq, noch 
von irgend welchen sonstigen Kräften sollicitirt werden, deren o^-Gom- 
ponenten X und X^ bekannt sind; so ergeben sich zur Bestimmung jener 
unbekannten Bewegungen die Differentialgleichungen: 

(11.) M^ = X + XP, 

(12.) JMo ^ = Xo + XS, 

WO M und Mq die Massen der beiden Kugeln bezeichnen. 

Wie schon erwähnt, wur.de ich erst nach Vollendung meines 
Werkes auf die schätzbare Arbeit von Hicks aufmerksam: On the motion 
of iwo spheres in a fluid (vom Jahre 1881, in den Phüosopk Trans. 

*) Es ergiebt sich dies sofort mit Rücksicht auf das in (6.), (7.) über die 
Vorzeichen der Fanctionen i, a Gesagte. 

**) Es ergiebt sich dies mit Bücksicht auf das in (3.) über die Vorzeichen 
der Functionen Z, H Gesagte. 


ye 
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of Üie R. Society of London, Vol. 171^ p. 455). Die Resultate dieser 
Hicks^schen Untersuchung stimmen mit den meinigen^ soweit ich die 
Co^trole angestellt habe^ völlig überein. Von ganz besonderm Inter- 
esse war dabei für mich in der Hicks'schen Abhandlung (1. c. p. 483) 
folgender Passus: Hence we are led to concludey Quxt' (he 

spheres cdtvdys move so that -^j tends to increase*), whüst in the case of 

equal spheres j or thatj in whieh the radius of the one is twice that of the 
other, toe know for certain that stich is tJie case. In der That fehlt 
(wie Hicks ausdrücklich hervorhebt) zur wirklichen Begründung des in 
diesen Worten angedeuteten Satzes noch der Nachweis dafür^ dass die 
Grossen (f + ij) und (So + rf) positiv sind, oder, genauer ausgedrückt, 
wenigstens der Nachweis dafür, dass die Summe dieser beiden Grössen, 
d. i.: 

(13.) ö^t+to + ^v 

stets positiv sei. Und hievon abgesehen, scheint mir bei Hicks ausser- 
dem auch noch der Beweis dafür zu fehlen, dass 

(14.) (Z + H) und (Zo+H) 

stets positiv sind. Und doch dürfte auch dieser Nachweis zur strengen 
Begründung des von Hicks angedeuteten Satzes unentbehrlich sein**). 

Wie dem auch sei, — jedenfalls ist der Beweis des beständigen 
Positivbleibens der Grössen (13.) und (14.) durch die von mir auf- 
gestellten Sätze (3.), (4.), (5.), (6.), (7.) geliefert, und hiemit jener von 
Hicks vermuthete Satz zur Gewissheit erhoben worden. Man kann diesen 
Satz, bei welchem das Nichtvorhandensein äusserer Kräfte vorausgesetzt 
wird, im Anschluss an die vor wenig Augenblicken [p. XIX] fest- 
gesetzten Vorstellungen, folgendermassen aussprechen: 

Der Hioks'sche Satz. — Sind die leiden Kugdn innerhalb der 
Flüssigkeit längs ihres festen Geleises durch beliebige Änfangsstösse in 
Bewegung versetzt^ ohne dass sonst auf das betrachtete System (Engeln 
und Flüssigkeit) txm Aussen her irgend vodche Kräfte einunrkten, so wird 


*) In jener Abhandlung steht decrease, was wohl ohne Zweifel ein in der 
angegebenen Weise zu yerbessemder Druckfehler ist. Uebrigens mag es mir ge- 
stattet sein^ bei der Besprechung der Hicks^schen Arbeit an meiner Bezeichnungs- 
weise festzuhalten, z. B. E zu setzen statt des Hicks'schen r. 

**) Auf p. 483 seiner Abhandlung heisst es nämlich (in der sechsten Zeüe)x 
The Icut terme is positive etc., eine Behauptung, die doch wohl nur dann gerecht- 
fertigt sein wird, wenn zuvor der Beweis des beständigen Fositivbleibens der 
Ghrössen (14.) gefährt ist. 
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während dieser Bewegung der Differential' Quotient der Centraidistanis nach 
der Zdt in fortdauerndem Wachsen begriffen sein. 

Bei der besondern Einfachheit und Schönheit dieses Satzes mag 
es mir gestattet sein, auf seinen Beweis hier näher einzugehen, wobei 
ich indessen einen Weg einschlagen werde, der von dem von Hicks 
angedeuteten wesentlich verschieden ist. 

Beweis des Hicks'schen Satzes. — Da wir die Linie, längs welcher 
die Mittelpuncte c und Cq der beiden Kugeln sich bewegen, zur rc-Axe 
gewählt, und überdiess die a;-Coordinaten jener beiden Puncte mit j 
und Jq bezeichnet haben, so ergiebt sich für die lebendige Kraft % der 
beiden Kugeln der Ausdruck: 

(»^0 s - ? föT + f fö)'. 

WO M und Mq die Massen der beiden Kugeln vorstellen. Andererseits 
hat die lebendige Kraft T der Flüssigkeit, nach (1.), den Werth 

(10.) r-z(*)' + 2H2t + A(t)'- 

Hieraus folgt: 

(17.) ' 3; + r = A(S.y+,2H^i^ + A,('^,t): 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

(18.) A=f + Z und Ao = ^ + Zo. 

Da nun auf das betrachtete System (Kugeln und Flüssigkeit) von 
Aussen her keinerlei Kräfte einwirken sollen, so nehmen das Princip 
der Mmidigen Kraft und das Hamilton' sehe Frindp [vgl. p. XIIJ die 
einfache Gestalt an: 

(19.) /[*(3:+ T)]dt = 0, 

to 

(20.) %+ T= Const. = Ji'. 

Aus (19.) ergeben sich sofort die DiflFerentialgleichungen 

d d{% + T) ^ d(% + T) 
. dt ^ dl dt ' 

(21.) "^^ 

dt d^ ^ dlo 

dt 

Hält man nun an der Vorstellung fest, dass j > j^» mithin i5s= j — jj, 
sein soll [Figur p. XXH], und beachtet man überdiess, dass Z, Z^, H 
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und Ay Ao lediglich von E abhängen^ so können diede Gleichungen (21.), 
mit Rücksicht auf (17.), auch so geschrieben werden: 

/22N ^ dtV" dt "^^ dtj ~~ dE ' 

^ dt y^'di '^^dij~ dE ""' 

Und hieraus folgt, falls man die linken Seiten weiter ausfahrt, und 
rechts für (% + T) seinen Werth (17.) substituirt, nach einfachen Re- 
ductioneu: 

2A .g. + ^H £^ — S (-)■ + . (1^)'. 

WO S, ^, <f die in (2.) p. XX angegebenen Bedeutungen haben*). 

Löst man die Gleichungen (23.) auf nach den beiden Grossen 

d^x d^x 

-f^ und -T^y und subtrahirt man die alsdann für diese beiden Grossen 

sich ergebenden Werthe von einander, so erhält man (weil E = i^ — Jq ist) : 

V^^O dt» . 2(AÄo — H-) 

Die hier auftretenden sechs Grössen 

ö, (-0, (-So), (A + H), (Ao + H), (AA„-H«) 
sind aber stets positiv] wie sich leicht ergiebt, falls man für A, A^ ihre 
Werthe (18.) substituirt, und die Sätze (3.), (4.), (5.), (6.), (7.) be- 
achtet. Somit folgt aus (24.), dass auch 

(25.) -^ r,- stets positiv 

sein wird. Und dies ist der HicJcs'scfie Satz, Q. e. d. 

Sich anschliessende Betrachtungen. — Wenn die beiden Eugeb, 
in Folge passender Anfangsstösse, einander sich nähern, so wird im 
Augenblick der Berührung eine gegenseitige Reflexion stattfinden. Doch 
kann unter Umständen eine solche Reflexion auch schon vor dem 
Augenblick der Berührung erfolgen. In der That lässt sich zeigen, 
dass je nach dem Anfangszustande folgende drei Fälle eintreten können, 
und nur diese allein: 


*) Uebrigens kann man diese Gleichungen (23.) auch direct aus den Formeln 

(8.), (9.), (11.), (12.) ableiten, indem man daselbst X, X^ und X^, X{ yerschwin 
den läset. 
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Entweder mrd die Cenh-aJdistang E der beiden Kugeln wahrend 
ihrer Bewegung unaufhörlich u}achsen, Oder, es wird E fortwährend ab- 
nehmen bis mr schliesslichen Berührung der beiden Kugeln, Oder end- 
lich, es wird E fortwährend abnehmen bis zu einem bestimmten Äugen- 
blick, in welchem die Kugeln einander noch nicht berühren, in diesem 
Augenblick aber aus dem Abnehmen ins Wachsen Übergehen, und sodann 
weiterhin beständig im Wachsen verbleiben. Selbstverständlicli ist dabei 
wieder vorausgesetzt; dass keine äusseren Kräfte einwirken. 

Um diese Behauptungen zu beweisen ^ addiren wir zuvörderst die 
beiden Gleichungen (22.). Durch Integration der so entstehenden 
Formel folgt alsdann: 

(26.) (A + H) § + (^ + H) ^ = Const. = hh, 

WO h dieselbe Constante sein soU^ wie in (20.), während k eine neue 
Constante vorstellt. Andererseits folgt aus (20.), falls man für (ji -f- T) 
seinen Werth (17.) einsetzt: 

(27.) A(§y+2H§^^ + A„(^y=;.l 

Löst man diese beiden Gleichungen (26.), (27.) auf nach den beiden 

/7t* /7 *• 

Grössen -^ und -^ [was am Einfachsten durch Einführung der Summe 

und der Differenz der beiden Grössen zu bewerkstelligen ist], so er- 
hält man: 


(28.) äi = n + - n - y^ 


d^ ^ Äfc _ gfe(A + H) |/n — fe» 

dt \\ TT YE ' 

wo sämmtliche Wurzelzeichen positiv zu denken sind, und « ~ + 1 ist. 
Dabei haben A, TT die Bedeutungen: 


(29.) 


A = AAo - H» = ^ + ^Ai__^^ + (ZZo- HO, 

n = A + Ao + 2H= ^4^ + (Z + Zo + 2 H), 

mithin ist: ^, = g + go + 2iy = <^, [vgl. (2.) und (18.)]. 

Durch Subtraction der beiden Formeln (28.) folgt, weil £7 »= j — Jq 
ist, und mit Bücksicht auf (29.): 


dE 


= £Ä -z=z , 


dt yÄ 
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» 

mithin: 


m m' - - 


(n - k^. 


A 

Um auf die Discussion der Fonueln (25.) und (30.) näher eingehen 
zu können, sind zuvörderst folgende Bemerkungen vorauszuschicken. 
Die Grössen A, TT (29.) sind ebenso wie Z, Zq, H und A, A^ lediglich 
Functionen von E, und besitzen, zufolge der Sätze (3.), (4.), (5.), (6.), 
(7.), folgende Eigenschaften: 

A und TT sind stets positiv und verschieden von Null; ferner ist 


(31.) 


der Differential-Quotient j^ == ff ebenfalls stets positiv, und, so 


dE 
lange die beiden Kugeln einander nicht berühren, auch stets 
verschieden von Nuü [vgl. die Bemerkung auf p. XXI]. 

Die von E abhängende Function TT wird somit durch eine Curve dar- 
gestellt sein, welche mit wachsendem E fortwährend steigt, und durch- 
weg oberhalb der Abscissenaxe liegt. Ihre kleinste Ordinate TT' ent- 
spricht daher der Jdeinsten Abscisse, d. i. derjenigen Abscisse E', welche 
der Berührung der beiden Kugeln correspondirt*). Und andererseits 
wird die grösste Ordinate TT' dem grössten Werthe von E, d. i. der 
Abscisse E =^ oo entsprechen. 

Denkt man sich überdiess parallel der Abscissenaxe diejenige ge- 
rade Linie construirt, deren Ordinate gleich der positiven Constanteu 
k\ ist, so hat man jetzt iswei durchweg oberhalb der Abscissenaxe liegende 
Curven, nämlich die Curve (TT) und die gerade Linie (k^). Was die 
relative Lage dieser beiden Curven zu einander betrifft, so wird ent- 
weder die Linie (Ä*) durchweg unterhalb der Curve (TT) liegen, mithin 

(32. a) < *» < n' 

sein. Oder es wird die Linie (k^) die Curve (TT) schneiden, und zwar 
nur in eifiem Punct, mithin 

(32. b) n' < ** < n^' 

sein. Ein dritter Fall ist unmöglich. Denn läge die Linie (k^) durch- 
weg oberhalb der Curve (TT), so würden sämmtliche Werthe der Function 
TT kleiner als i* sein; u?as der Formel (30.), in welcher A stets positiv 
ist (31.), widerspricht 

Nadi (25.) ist nun der Differentialquotient -^ r- stets uml unter aUen Um- 
ständen im Wachsen begriffen. Demgemäss sind jnvei Hauptfälle m unter- 
scheiden: 


*) Es ist mithüi dieses E' gleich der Summe der beiden Eogelradien. 
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Fall I: Der Differentialquotient ^r- hat zur Zeit des Anfangszu- 
standes einen positiven Werth. Alsdann wird derselbe, weil er fort- 
dauernd wächst, bestandig positiv bleiben , mithin E selber ebenfalls in 
unaufhürlichem Wachsen begriffen sein. 

• Fall II: Der Differentialquotient -^ ist zu Anfang negativ. Als- 
dann wird derselbe (weil er fortwährend wächst) von jenem negativen 
Anfangswerthe aus entweder gegen Null wachsen, ohne dabei die Null 
zu erreichen, oder aber durch Null hindurch wachsend zu positiven 
Werthen übergehen und sodann zu immer grossem und grossem posi- 
tiven Werthen fortschreiten. Diese beiden Unterabtb eilungen des 
Falles II mögen mit IIa und IIb bezeichnet sein. 

Der Fall IIa tritt ein, wenn die Linie (A;*) durchweg unterhalb 
der Curven (TT) liegt, mithin 

ist. Denn alsdann sind sämmtliche Werthe der Function TT grösser 
als h\ so dass also der in (30.) enthaltene Factor (TT — X;^), mithin 

auch -TT selber niemals Null werden kann. In diesem Fall Ha wird 

at 

daher j. von seinem negativen Anfa/ngswerfh aus fortwährend wachsen, 

ohne die Null zu erreichen, mithin stets negativ bleiben. Folglich wird 
E selber fortuxihrend abnehmen bis fsur schliesslichen Berührung der Kugeln. 
Die Zeit, welche vom Anfangsaugenblick {E = E^) bis zum Augen- 
blick der Berühmng {E = E^) verfliesst, hat zufolge (30.) den Werth: 

und ist also endlich^ weil (TT — h^) verschieden von Null bleibt. 

Der Fall IIb tritt ein, wenn die Linie (Ä'^) die Curve (TT) 
schneidet, mithin 

ist; die Ordinate des Schnittpunktes ist k^y und seine Abscisse mag E* 
heissen. ^ Alsdann nämlich wird der von seinem fiegativen Anfangs- 

werth aus wachsende Differentialquotient -rr zuvörderst negative Werthe 

durchlaufen, was mit einer Abnahme von E, mithin auch von TT ver- 

dE 

bunden ist. Dieses Negativbleiben von -^ und Abnehmen von E und TT 
wird so lange fortdauern, bis TT zu Jc^ herabgesunken, mithin E in E* 
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fibergegangen ist. In diesem Augenblick ist alsdann -^^ zufolge (30.)^ 

gleich Nutt^'j im nächstfolgenden Äugenblick wird daher -^ (weil es 

beständig wächst) bereits einen positiven Werth haben ^ und sodann zu 
immer grösseren und grösseren positiven Werthen fortschreiten. Im 
Falle IIb. tvird also E selber zunächst bis E* hin abnehmen, und so- 
dann von E* aus wieder $u wachsen anfangen, und Herauf weiterhin 
in beständigem Wachsen verbleiben. Die Zeit, welche vom Anfangs- 
augenblick {E = E^) bis zum Augenblick der Umkehr {E = E*) ver- 
streicht, hat nach (30.) den Werth: 

und dieser Werth wird trotzdem, dass (TT — Jc^) für E =^ E* ver- 
schwindet, ein endlicher sein. Denn für solche E, die nur wenig von 
E* verschieden sind, ergiebt sich nach dem Taylor' sehen Satz: 

wo der Ausdruck (^^) , ebenso wie sämmtliche Werthe von -r^y von 
NuU verschieden ist. Vgl. (31.). 

Der fünfte Abschnitt (p. 237—262) 

bietet gewisse Ergänzungen dar zumers^ Abschnitt Lange Zeit 
war ich nämlich der Vermuthung, dass die in den Formeln jenes ersten 
Abschnitts enthaltenen Differenzen 

(!•) (I7 - ^\ {-dv "" S^ ®*^- ^^' f''^'- (^^- *) p- ^^J 

vielleicht identisch Null sein möchten, wodurch alsdann die in Rede 
stehenden Formeln bedeutend einfacher geworden wären. Schliesslich 
bin ich indessen zu bestimmten Beispielen gelangt, aus denen hervor- 
geht, dass ein solches Nullsein im Allgemeinen nidit stattfindet 

Denkt man sich nämlich einen starren Körper, dei^ in seinem 
Innern einen mit incompressMer Flüssigkeit erfüllten Hohlraum besitzt, 
und bringt man auf dieses aus Körper und Flüssigkeit bestehende 
System die allgemeine Theorie des ersten Abschnitts in Anwendung, 
so gelangt man zu Formeln, in denen jene Differenzen (1.) nicht ver- 
schwinden. 

Einer ausführlichen Behandlung wird dabei namentlich der Fall 
unterworfen, dass der Körper um einen festen Punct o drebbar ist 


XXX Inhftltsaberaicbt. 

Setzt man überdiess voraus, dass die Yertheilung der gegebenen Körper^ 
und FlQssigkeitsmasse symmetrisch sei in Bezug auf drei durch o gehende 
(aufeinander senkrechte und mit dem Körper fest verbundene) Ebenen, 
und dass von Aussen her keinerlei Kräfte einwirken, so lassen sich 
die Differentialgleichungen fQr die Bewegung des Körpers leicht an- 
geben. Und zwar werden diese Differentialgleichungen^ falls jener 
Hohlraum ein einfach ztAsammenhängender ist, geradezu durch die be- 
kannten J^u^schen Formeln ausgedrückt sein: 

(2.) (T ^ = (CT _ C") qr, 

etc. etc. etc. 

wo die Gonstanten (7, C\ C" von der Art und Weise abhängen, in 
welcher die Masse des betrachteten Systems in Bezug auf die genann- 
ten drei Ebenen vertheilt ist. Dabei bezeichnen p, g, r, ebenso wie 
bei Euler, die Drehungen des Körpers um seine Hauptaxen, d. i. um 
die Schnittlinien der genannten drei Ebenen. 

Ist hingegen der von der incompressiblen Flüssigkeit erfüllte Hohl- 
raum ein m^rfach zusammenhängender , so erhält man statt der Gleichungen 
(2.) folgende Differentialgleichungen: 

(3.) C ^ = (C" - C") qr-^ (h"r - h"'q), [vgl. (62.) p. 254], 

etc. etc. etc., 

wo V, h'\ K" gewisse neue .Constanten vorstellen, die nicht nur von 
der vorhandenen Massen vertheilung, sondern überdiess auch noch von 
dem jedestnaligen Anfangsmstande der Flüssigkeit abhängen. 

Um über den Charakter dieser Constanten h'y K\ V hier wenigstens 
eine Andeutung zu geben, wollen, wir uns die Flüssigkeit zur Zeit ^, 
während der Körper noch festgehalten wird, in irgend welchen Anfangs- 
zustand versetzt denken. Solches ausgeführt gedacht, mag jetzt der 
Körper selbst durch irgend welche continuirlich anhebende, mehr und 
mehr anwachsende, schliesslich aber in einem bestimmten Zeitaugen- 
blick f wieder erlöschende Kräfte in Bewegung versetzt werden. Als- 
dann gelten .vom Augenblick iP ab die Differentialgleichungen (3.). Und 
zwar werden die darin enthaltenen Constanten h\ V\ V gleich Null 
oder von NuU verschieden sein, je nachdem jener der Zeit f^ entsprechende 
Aniangszustand der Flüssigkeit ein Zustand der Ruhe oder der Be- 
wegung war. 

Man kann diese Betrachtungen ohne Mühe weiter verallgemeinern, 
und gelangt alsdann zu folgendem Satz: 
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Enthält ein starrer Körper in seinem Innern einen mit incampres- 
sibier Flüssigkeit erßüten HoMraum, so wird der Körper unter dem Ein- 
ßuss gegebener äusserer Kräfte nach genau denselben Gresetaen, wie ein 
gewohnlicher massiver Körper (ohne innere Flüssigkeit)^ sieh bewegen, 
vorausgesetjdf dass der Hohlraum ein einfach zusammenhängender ist. 
Ist hingegen dieser Baum ein mehrfach zusammenhängender, und die 
Flüssigkeit m Anfang innerhalb dieses Bat^nes in Bewegung gesetzt, so 
werden die in Bede stehenden Gesetze wesentlich andere sein [p. 257]. 

Ausserdem enthält der fünfte Abschnitt noch einige beiläufige Be- 
merkungen über das Princip der lebendigen Kraft, femer über die 
LapUice^^chein Schwerpuncts- und Flächensätze. U. s. w. 

Der Anhang (p. 268—820). 

Im vierten Abschnitt wurde die Bewegung zweier Kugeln innerhalb 
einer incompressiblen Flüssigkeit untersucht. Mit diesen Untersuchungen 
aber stehen die auf zwei Kugeln bezüglichen Brdbleme der elektrostatischen 
und magnetischen Induction, hinsichtlich der mathematischen Behand- 
Inngsweise, in naher Verwandtschaft Und zwar dürfte von diesen 
drei Problemen das elekb'ostatische als das leichteste zu bezeichnen sein. 
Schwier^er ist jenes im vierten Abschnitt behandelte hydrodynamische 
Problem; und am schwierigsten endlich das magnetische Problem. 

Das elektrostatische Problem für zwei Engeln kann im Ganzen nach 
vier verschiedenen Methoden behandelt werden, nämlich erstens nach 
der bekannten Poisson' sehen Methode^), zweitens mit Hülfe der Thom- 
son'schen Spiegelpuncte**), wobei man alsdann entweder der gewohn- 
lichen Polarcoordinaten, oder (was vortheilhafter ist) der dipolaren 
Coordinaten sich bedienen kann, drittens mittelst der lAouviiy sehen 
Methode der redprocen Badien**^), wobei man wiederum die Wahl hat 
zwischen jenen beiderlei Coordinatensystemen, endlich viertens mittelst 
einer Methode, die lediglich auf der Anwendung der dipolaren Coordi- 
naten beruht^). 

*) Poiason {1812 und 1813), in den MSmoirea der PariBer Akademie. 
**) W. Thomson (1845). Vgl. die Papers of Thomson (London, 1S72), 
p. 144 etc., ferner auch p. 86 etc. 

***) lAouvüle {1847), note au sujet d'une lettre de M, W, Thomson, im Liou- 
ville*8chen Journal, Bd. 12, p. 266. Von Neuem abgedruckt in den Papers of 
Thomson (London, 1872). Vgl. am letEtern Ort namentlich die Aeusgemngen anf 
p. 172, 178. 

t) C, Newmann {1862), über den stationären Temperaturznstand eines homo- 
genen Körpers, welcher von zwei nichtconcentrischen Kngelflächen begrenzt ist, 
Halle, Verlag von Schmidt, 1862. Vgl. daselbst p, 86— lia. 
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•Diese vieiie Methode^ welche wohl unter allen die einfachste sein 
dürfte, ist von mir im Jahre 1862 publicirt worden^ jedoch in einer 
Darstellungsweise ^ die Manches zu wünschen lässt. Ich habe daher 
die gegenwärtige Gelegenheit benutzt^ um diese Methode von Neuem 
und in möglichst übersichtlicher Gestalt mitzutheilen, (p. 263 — 272), 
wobei hinsichtlich der dipolaren Goordinaten nur diejenigen einfachen 
Vorkenntnisse erforderlich werden, welche in diesem Werke selber 
(p. 97 — 113) bereits entwickelt sind. 

Das Problem der magnetischen Induction f&r zwei Engeln ist im 
Jahre 1878 im 24. Jahrgang des Schlomilch'schen Journals von Chwolson 
behandelt worden, unter der Voraussetzung, dass die gegebenen in- 
ducirenden Kräfte symmetrisch sind in Bezug auf die Centrallinie der 
beiden Kugeln. Auch hat Kirchhoff über diese Chwolson'sche Arbeit 
ein ausführliches Referat erstattet in den Monatsberichten der Berliner 
Ak. d. W. vom 4. April 1878. 

Das in Rede stehende Problem kann, wie Chwolson gezeigt hat, 
unter Anwendung der dipolaren Goordinaten im Allgemeinen in ein- 
facher und leicht sich darbietender Weise gelöst werden. Schwierig- 
keiten bereitet dabei nur die Berechnung der in den Reihenentwick- 
lungen der inducirten Potentiale Q und Q^ auftretenden constanten 
Coefficienten -4^, J.„ A^y etc. und Bq, jB^, JSg, etc. Diese unbekannten 
Constanten sind nämlich zu bestimmen mittelst zweier Systeme linearer 
Gleichungen, deren jedes aus unendlich vielen solchen- Gleichungen 
besteht. Bezeichnet man die Gleichungen des einen Systems mit (f/^.), 
(jfv)f (y»-)» ^^^'> ^® ^®^ andern mit (Zq,), (z^,), (jETg.), etc., so sind 

in den Gleichungen (y^.), (Zq.) nur A^^ Bq und A^, B^ enthalten, 

ferner in (yj.), {z^?) nur A^^ JS^, -4^, JSj und A^, B^, 

(!•) { ferner in (y^.), (z^-) nur A^^ B^^ ^, JSg und ^3, JB3, 

femer in (yj.), (jSg.) nur -4^, B^y A^y JS3 und ^4, B^y 

U. s. w. ü. s. w. 

Näher angegeben findet man diese Gleichungen in (35.), (35.),^ auf 
p. 292, ferner in etwas anderer Gestalt in (37.), (37.)^ auf p. 296. 

Wären nun die beiden Anfangs-Constanten Al^] Bq bekannty so 
konnte man successive zuerst A^y B^ aus den Gleichungen (y^.), (^q.), 
sodann -4^, JSg aus (y^.), {z^.) berechnen. U. s. f. In Wirklichkeit sind 
aber A^y Bq unbekannt y so dass also zur definitiven Berechnung der 
^'s und B's noch zwei Gleichungen fehlen. Demgemäss hat Chwolson 
sich bemüht, ausser jenen Gleichungen (1.) noch zwei weitere Glei- 
chungen aufzufinden, und solche in der That zu entdecken geglaubt. 
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Diese Entdeckung aber ist völlig illusorisch. Denn bei genauerer Be- 
trachtung zeigt sich, dass die von Ghwolson neu hinzugefägten beiden 
Gleichungen nichts Anderes sind, als eine unmittelbare -Consequenz der 
Gleichungen (1.). Derselbe Irrthum ist übrigens auch übergegangen 
in das KirchJw ff" sehe Referat. Vgl. p. 294, 295. 

In Wirklichkeit finden jene 0ur Bestimmung der As und B*s noch 
fehlenden beiden Gleichungen y wie ich im vorliegenden Werke zeige, 
ihren Ersatz durdi gewisse in der Natur des behandelten Problems liegende 
Convergenebedingungen; so dass wir hier also einen Fall vor uns haben, 
ganz ähnlich demjenigen, welcher früher (p. XVI) bei Behandlung der 
hydrodynamischen Probleme uns entgegentrat. Während wir aber 
damals die wirkliche Auflösung der betreffenden Gleichungen zu 
umgehen im Stande waren (mittelst der Methode der Spiegelpuncte), 
dürfte im gegenwärtigen Fall eine solche Umgehung nidht gut ausführ- 
bar sein. 

Um nun trotz dieser Schwierigkeiten zur Losung des magnetischen 
Problems zu gelangen, scheint mir, nach vielfältigen Versuchen, nichts 
übrig zu bleiben als die auf dem bekannten Princip der successiven 
Indtwtionen beruhende Methode der successiven Annäherung. 

Man könnte bei Anwendung dieser Methode 0wei den beiden Kugeln 
entsprechende gewohnliche Polarcoordinatensystente einführen, von denen als- 
dann altemirend bald das eine, bald das andere zu benutzen sein würde. 
Will man aber diesen fortwährenden und sehr beschwerlichen Wechsel 
des Coordinatensystems vermeiden, so wird man gezwungen sein, die 
den beiden Kugeln entsprechenden dipolaren Coordinaten zu benutzen. 

Sollen nun, unter Anwendung dieser dipolaren Coordinaten, die 
einzelnen Stufen der in Rede stehenden successiven Methode tmrklicli 
erstiegen^ d. i. die diesen einzelnen Stufen entsprechenden Rechnungs- 
operationen wirklich ausgeßihrt werden, so muss man zuvorderst jene 
Chwolsori süAien Gleichungen (1.) wenigstens für den speciellen Fall auf- 
zulösen im Stande sein, dass der Radius der einen Kugel = 0, mithin 
in Wirklichkeit nur die andere Kugel vorhanden ist. Die Lösung dieser 
specieüeren Chwolson'schen Gleichungen, welche nur noch die Ä's, nicht 
die f s enthalten, lässt sich aber in der That bewerkstelligen, wie ich 
solches im vorliegenden Werke gezeigt habe; vgl. die Formeln (12.) 
p. 299. Das hierbei von mir eingeschlagene Verfahren kommt im 
Wesentlichen darauf hinaus, dass ich das in Rede stehende magnetische 
Problem für nur eine Kugel, zuvörderst löse unter Anwendung der ge- 
wöhnlichen Polarcoordinaten (was schon Poisson gethan hat), sodann 
aber die gefundene Lösung von jenen monopolaren Coordinaten auf 

NeuiDBnii, Hydrodjnamitohe Uiitertuohtu3g«n. C 
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die dipolaren Coordinaten transformire. Die zu diesem Zweck zu ent- 
wickelnden Transformationsformeln sind behaftet mit gewissen Functionen 

(2.) 0(x) oder Onj{x), 

welche durch hypergeometrische Reihen sich darstellen^ und durch 
mancherlei merkwürdige Eigenschaften sich auszeichnen. Vgl. (A.), 
(B.), (C), (D.) p. 302, und femer p. 312—315. 

Will man schliesslich ein ungefähres Bild haben von dem Wesen und 
den Rechnungs Vorschriften*) der in solcher Weise für die Lösung des 
allgemeinen Chwolson' sehen Problems sich ergebenden suecessive^i Methode, 
so beachte man zuvörderst, dass das gegebene inducirende Potential V 
symmetrisch sein soll in Bezug auf die Centrallinie der beiden Kugeln 
Ä und S^j, und dass dasselbe also [bei passender Einrichtung des 
dipolaren Coordinatensystems (d, ft, 9, ^)] innerhalb der einen Kugel 
^ nach gewissen Functionen 

(3.) SB. = V^e-(-H)*p„(^), 

und innerhalb der andern Kugel Ä^ nach gewissen andern Functionen 

(4.) aBS = l/^e+("-H)^P„(f*) 

entwickelbar sein wird. Diese Entwickelungen (p. 287): 

(5.) F= ^A„aB„, innerhalb k, 

(6.) V = 2;B«äB2, innerhalb «0; 

haben wir als gegeben ^ mithin die darin enthaltenen Constanten A, 8 
als bekannt zu betrachten, und, von diesem Fundament aus, diejenigen 
Rechnungsvorschriften anzugeben, welche zur schUesslichen Herstellung 
der in den Kugeln inducirten Potentiale Q und Qq hinleiten. 

Das in der Kugel ^ inducirte Potential Q kann bekanntlich (Satz 
p. 283) angesehen werden als das Potential einer gewissen Oberflächen- 
belegung dieser Kugel, und wird somit innerhalb dieser Kugel nach den 
Functionen (3.) entwickelbar sein: 

Q = ^OnSBn, innerhalb Ä. 
Um die hier auftretenden unbekannten Constanten C zu ermitteln, zer- 
legen wir dieselben in einzelne Theile: 

C« = ^» + (^)« + ((^)), + •••., 

wodurch alsdann die Formel selber folgende Gestalt erhält: 

*) Was ich hier über diese Rechnongsvorschriften sagen werde, ist im vor- 
liegenden Werk nicht unmittelbar exponirt, ergiebt sich aber leicht ans dem Satz 
p. 283 und den sich anlehnenden Betrachtangen p. 284 — 287^ sodann aber nament- 
lich aus dem eigentlichen Charakter der in Rede stehenden successiven Methode, 
p. 318—320. 
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(7.) Q = 2 An SB« + 2{Ä)n SB. + J'((^)), 3B„ + • • • , innerhalb ^. 
Desgleichen kann man den Werth, welchen das in der andern Kugel ^^ 
inducirte Potential Q^ innerhalb ^q besitzt, durch die analoge Formel 
darstellen: 

(8.) Qo = 2Bn SB« + 2{B)n SB2 + ^\(£))„ äBn + • • •, innerhalb ÄV 
Dabei sei bemerkt; dass im vorliegenden Werk die einzelnen Summen 
in (7.) und (8.) respective mit O, 91, ©, etc. und Dq, St^, ©q, etc. be- 
zeichnet sind (p. 319). 

Die Rechnungs Vorschriften zur Bestimmung der unhekannten Con- 
stanten Ä^ {Ä), ((-4)), etc. und B, {B), ((J?)), etc. sind nun folgende: 
Man bezeichne die magnetischen Constanten der beiden Kugeln mit 

X. und Xq, setze ferner zur Abkörzung: 

■ 

k, = 4«x„, *, = 2 ^V« -, [vgl. (18.) j). 278], 

und bilde ausserdem zwei von der Grösse und relativen Lage der beiden 
Kugeln abhängende Coustanten q und g^, deren Werthe stets positive 
ächte Brüche sind, vgl. (er.) p. 205. Sodann bilde man gewisse von 
^, A, d und Jq, Ajj, 8q abhängende Constanten: 

(9.) A; und E;, [vgl. (3.) p. 319]. 

Dies ausgeführt gedacht, haben alsdann jene gesuchten Constanten 
Ay B folgende Werthe: 

^^^^ U.=2KI^^ [vgl. (4.) p. 320], 

l J5„ =^EpBp, die Summationen ausgedehnt über jp = 0, 1, 2, • • • oo 

wo die A, B die in (5.), (6.) genannten, von Hause aus gegAenen Con- 
stanten vorstellen. Nachdem in solcher Weise die A, B berechnet 
sind, erhält man nun weiter die (J.), {B) mittelst der Formeln: 

hierauf die ((-4)), ((-B)) mittelst der Formeln: 


(u) j ((4)), - ^a;(5W 

u. 8. w. u. s. w. Dabei sind in (10.), (ll.)> (12.) etc. die Summationen 
stets ausgedehnt zu denken über p = 0, 1, 2, . . . oo. 


c* 
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Substituirt man schliesslich diese Werthe der Ä, {Ä\ (iÄ)), etc. 
und B, (J9), ((JS)), etc. in die Formeln (7.), (8.), so ist die Berechnung 
der inducirten Potentiale Q^ Qq voUendetf wenigstens für solche Puncte, 
die innerhalb Ä, resp. innerhalb Sq liegen. Wie man aber aus diesen 
innern Werthen auch diejenigen abzuleiten vermag; welche Q ausser- 
halb S, und Q^ atisserhalb Äq besitzt^ ergiebt sich leicht. Vgl. p. 286. 

Bemerkung. — Beiläufiger Weise findet man auf p. 279—282 eine 
Untersuchung über fnagnetische Bilder, Ich zeige nämlich daselbst, dass 
man bei einer gegebenen Kugel nicht nur von elektrischen Bildern, 
sondern, in analogem Sinne auch von magnetisclien Bildern sprechen 
kann. Denkt man sich z. B. die Kugel magnetisirt durch einen irgend- 
wo ausserhalb derselben befindlichen Magnetpol, so wird die in solcher 
«Weise magnetisch gewordene Kugel in Bezug auf alle äussern Punkte 
äquipotential sein mit einem gewissen innerhalb der Kugel zu con- 
struirendem magnetischem Massensystem. Dieses letztere heisst alsdann 
das magnetische Bild des gegebenen Poles. 
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Das Hamilton'selie Prineip in seiner Anwendnng^ anf die 

Probleme der Hydrodynamik. 

§1. 

Einleitung. Vorläufiges über die Besultate der Unteranohnng. 

Wenn man mit Tliomson und Tait auf die Bewegung einer in- 
compressiblen Flüssigkeit ohne Weiteres die gewöhnliche Formel des 
Samütoti sehen Prindps in Anwendung bringt, so entbehrt ein solches 
Verfahren, wenigstens für den Fall, dass der von der Flüssigkeit ein- 
genommene Raum ein mehrfach zmammenhängender ist, der hinreichen- 
den Begründung, wie solches schon von Boltzmann hervorgehoben 
wurde vor etwa zehn Jahren. (Crelle's Journal, Bd. 73, S. 111. Vgl. 
daselbst namentlich auch S. 128, 129.) 

Ja noch mehr. Es lässt sich zeigen, dass die gewöhnliche Formel 
des Hamilton'schen Princips für den Fall eines mehrfach zusammen- 
hängenden Raumes ganz fehlerhafte Resultate ergiebt. 

Um näher hierauf einzugehen, betrachten wir zuvörderst ein System 
materieller Puncte m (x, y, z)^ auf welche gegebene Kräfte wX, mF, 
mZ einwirken, und bezeichnen die lebendige Kraft des Systems mit 
T. Nach dem Frincip der lebendigen Kraft gilt alsdann für jedes Zeit- 
element dt der Bewegung des Systems die Formel: 

dT= ^miXdx -f Ydy + Zdz\ 

oder kürzer geschrieben: 

(1.) dT=dS, 

wo das dS als Abbreviatur dienen soll für die obige Summe, mithin 
zu bezeichnen ist als die von den gegebenen Kräften während der Zeit 
dt verrichtete Arbeit. 

Denkt man sich femer die wirlcUche Bewegung des Systems während 
irgend eines Zeitraums t^, . .t^ in willkürlicher Weise abgeändert^ und 
bezeichnet man diese Abänderungen oder Variationen für x, y, z, T 
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mit da:, dy, dz, dT, so wird nach dem Hamütofi' sehen Princip die 
Formel gelten: 

(2.) f{äT+dS)dt = 0, 

wo das öS zur Abkürzung steht für 2m{X8x + Y8y -{-ZSz), mithin 
zu bezeichnen ist als die den Verrückungen Sx, dy, Sz entsprechende 
virtuelle Arbeit der gegebenen Kräfte. 

Diese allgemeinen Formehi (1.), (2.) mögen nun in Anwendung 
gebracht werden auf eine incompressible Flüssigkeit, welche nach allen 
Seiten ins Unendliche reicht, und begrenzt ist von einer fest aufgestelltei), 
unendlich grossen Kugelfläche. Im Iimern der Flüssigkeit mögen zwei 
Einge (d. i. zwei starre Körper, jeder von ringförmiger Gestalt) sich 
befinden. Die augenblickliche Lage dieser Ringe hängt im Ganzen von 
zwölf Variablen a, ß, .... ab; und diese zwölf Variablen oder Para- 
meter (wie ich sie weiterhin nennen werde) mögen gegebene Functionen 
der Zeit sein: 

a = a (0, ß = ß(t), ; 

so dass also die beiden Ringe in bestimmt vorgeschriebener Bewegung 
begriffen sind. 

Die Flüssigkeit (exclusive der beiden Ringe) soll nun das System 
sein, auf welches wir die Formeln (1.), (2.) anwenden wollen, und zwar 
unter folgenden Voraussetzungen: 

Die Bewegung der Flüssigkeit finde statt ohne innere oder äussere 
Reibung. Ferner sei der Änfangszusfand der Flüssigkeit ein wirbel- 
freier, d. h. ein solcher, für welchen die Geschwindigkeitscomponenten 
u, Vy w der Flüssigkeit den Relationen entsprechen: 

dv dw ^ dw du ^ du dv ^ 

dz dy ' ~dx dz ^ dy dx 

Alsdann wird bekanntlich die Flüssigkeit fortdauernd wirbelfrei bleiben, 
mithin fortdauernd diesen Relationen Genüge leisten. Endlich sei an- 
genommen, dass auf die Flüssigkeit keinerlei Kräfte einwirken, mit 
Ausnahme derjenigen Druckkräfte p, welche auf sie ausgeübt werden 
von den in Bewegung begriffenen beiden Ringen. Demgemäss wird 
also bei Anwendung der Formeln (1.), (2.) unter dS z. B. diejenige 
Arbeit zu verstehen sein, welche von jenen Druckkräften p während 
des Zeitelementes dt auf die Flüssigkeit ausgeübt wird. 

Ist nun jener wirbelfreie Anfangszustand der Flüssigkeit gegeben, 
und ist ausserdem (wie schon früher festgesetzt wurde) mittelst der 
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Functionen a = a(t)j ß = ß (t), , auch die Bewegung der beiden 

Ringe gegeben j so wird hierdurch die Bewegung der Flüssigkeit völlig 
bestimmt sein. 

Die in irgend einem Zeitelement dt dieser Bewegung von den 
^beiden Bingen^ mittelst der Druckkräfte jp, auf die Flüssigkeit aus- 
geübte Arbeit dS hängt oflFenbar wesentlich ab von denjenigen Zu- 
wüchsen duy dß, . . . , welche die Parameter a, ß^ , , . während des 
Zeitelementes dt erfahren, und wird also die Form haben: 

(3.) dS = S^da + S^dß + , 

wo die iSj, S2, noch völlig unbekannte Grössen vorstellen. Dem- 
entsprechend wird die virtuelle Arbeit dS sich ausdrücken durch 

(4.) dS = S,da + S^dß + ...., 

wo da, äß, .... willkührliche Grössen sind; sodass also dieses öS die- 
jenige Arbeit repräsentirt, welche von jenen Druckkräften p geleistet 
werden würde ^ falls man die Ringe aus der Position (a, ß, . . .) nicht 

in die Position (a + da, ß -j- dß ), sondern in die willkürlich 

gewählte Position (a + da, ß -^ dß, ) übergehen lassen wollte. 

Soweit sind die Dinge leicht zu übersehen. Hingegen wird man 
über den analytischen Ausdruck der lebendigen Kraft T der Flüssigheit, 
ohne tiefer gehende Untersuchungen, sich schwerlich eine deutliche 
Vorstellung zu machen im Stande sein. Die genauere Untersuchung 
zeigt indessen, dass dieses T folgende Gestalt besitzen muss: 

(6.) i.-e. + [6..(i|)'+2e..|fif + .,...], 

WO der in den eckigen Klammern enthaltene Ausdruck in Bezug auf 

die Differentialquotienten -^, j?; • • • • • eiii homogener Ausdruck zweiten 

Grades ist, während andrerseits die 6's lediglich Functionen der a, 
ß, . ' ' selber, nämlich unabhängig von deren Differentialquotienten sind. 
Um nun unsem Betrachtungen eine möglichst einfache Gestalt zu 
verleihen, wollen wir die gegebene Bewegung der beiden Ringe als 
eine unendlidi langsame, mithin die Werthe der Differentialquotienten 

57' "5?^ • * • • ^^ unendlich Mein uns vorstellen. Alsdann reducirt sich 

der Ausdruck (5.) auf sein erstes Glied Qq. Es hat mithin in diesem 
Fall die lebendige Kraft T der Flüssigkeit den Werth: 

(6.) T^Q,^Q,{a,ß, ....), 

also einen Werth, der nur noch von den a, ß, .... selber, nicht aber 
von deren Differentialquotienten abhängt. 
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Man kann den Werth dieser Function 6^ »=» G^ (a, ß, • • • •) näher 
angeben, sobald man voranssetzt, dass die Ringe unendlich dünn, d. i. 
von unendlich kleinem Querschnitt sind. In diesem Fall ist n&mlich das 
Qq identisch mit demjenigen elektrodynamischen Potential, welches die 
beiden Ringe auf einander ausüben würden, falls man sich jeden derselben 
durchflössen denken wollte von einem elektrischen Strom von gewisser 
constanter Stärke; wie solches sich ergibt aus den betreffenden Arbeiten 
von Kirchhoff und BoUzmann (Crelle's Journal, Bd. 71 u. 73). 

Auch geben die Bo^^rmann sehen Untersuchungen einigermassen Auf- 
Bchlnss über den zweiten Theil der lebendigen Kraft, d. i. über den 
Ausdruck 


e„ fe)' + 26„ 1| ff + . 


Dieser zweite Theil entspricht nämlich dem in der Boltzmann^schen 
Arbeit mit Q bezeichneten Potential. (Crelle's Journal, Bd. 73. S. 123 
und 133.) 

Ich habe hier diese Arbeiten von Eirchhoff und Boltzmann haupt- 
sächlich deswegen erwähnt, weil aus denselben mit Sicherheit hervor- 
geht, dass der Ausdruck Qq == G^ (a, ß, . . .) im Allgemeinen weder Null, 
noch constanty sondern eine wirkliche Function von a, ß, .... ist. 

Dies constatirt; wollen wir nun auf die Bewegung der betrachteten 
Flüssigkeit die Formeln (1.), (2.) in Anwendung bringen, indem wir 
dabei, einerlei ob der Querschnitt der Hinge klein oder gross ist, nur 
die eine Voraussetzung eintreten lassen, dass die Bewegung der Ringe 
unendlich langsam vor sich geht. Die beiden Formeln (1.) und (2.) 
nehmen alsdann mit Benutzung der Werthe (6.) und (3), (4.) die Gestaltan 

(I.) rfGo = dS, 

("•) / (fö *« + ^ *^ + • • •] + ['^1*« + ^»*^ + •••.])rf< =0. 

Aus (IL) folgt aber, weil die öa, dß,\,,. willkürlich sind, nach 
bekannter Schlussweise: 

7 = — '^i; 


da 

a0o_ ^ 
dß —~^i7 

etc. etc. 
also, falls man mit da, dß, ... multiplicirt und addirt: 

{^<i'^ + ^-^<iß + --- = -iS,da + S,dß + ...), 
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also mit Rücksicht auf (3.): 

(II. a) dOo = - dS. 

Diese Formel (11. a) steht aber mit (I.), d. i. mit dem Princip 
der lebendigen Kraft in diametralem Widerspnuihj und ist daher absolut 
unrichtig. Mit andern Worten: Die aus dem Hamüton'schen Princip 
abgeleitete Formel (II.) fQhrt bei weiterer Behandlung zu einer Formel 
(II. a), welche durchaus falsch ist. Untersucht man nun den inneren 
Grund dieses Widerspruchs, so findet man einerseits, dass die Formel 

_ « _ 

(IL) resp. (2.) nicht auf legitime Weise aus dem Hamilton'schen Princip 
abgeleitet ist, und dass andrerseits bei wirklich correcter Benutzung 
des genannten Princips eine andere Formel sich ergibt^ welche mit der 
Formel (2.) völlig identisch ist, nur mit dem Unterschiede, dass in ihr 
an Stelle von T ein gewisser anderer Ausdruck sich vorfindet von 
mehr complicirter Gestalt. 

Oder genauer und zugleich allgemeiner ausgedrückt: Befinden sich 
im Innern der incompressiblen Flüssigkeit beliebig viele und beliebig 
gestaltete starre Körper, und bewegen sich diese Körper in beliebiger 
Weise und mit beliebigen Geschwindigkeiten, so toird die lebendige 
Kraft T der Flüssigkeit, was ihren analytischen Ausdruck betrifft, stets 
die Form haben: 

(A.) 2._9. + [6„(|?)'+2e„|fy+....J. 

Dabei bezeichnen a, ß, .... diejenigen Parameter, durch welche die 
augenblickliche Lage jener Körper sich bestimmt Femer ist der in den 
eckigen Klammem enthaltene Ausdruck in Besfug auf die DifferentiaJr 

guotienten ^, ^, ein homogener Ausdruck zweiten Gerades. End- 
lich sind die Q's nur abhängig von den a, ß, . . . selber, nicht aber von 
deren Differentialquotienten, 

Wird nun das Hamilton' sehe Princip auf die Bewegung der 
Flüssigkeit in wirklich correcter Weise angetvendet, so gelangt man dabei 
0U folgender Forfnel: 

too 8S die virtuelle Arbeit der von jenen starren Körpern auf die Flüssig- 
keit ausgeübten Druckkräfte bezeichnet. Dabei haben T und Qq die in 
(A.) angegAene Bedeutung; wahrend andererseits die A, B, C, . , , ge- 
teisse Functionen von a, /3, y, . . . repräsentiren. 

Sind insbesondere jene Körper von solcher Gestalt, dass der von 
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der Flüssigkeit occupirte Raum ein einfach gtisammenhängender ist, so 
verschwindet das Qq, und ebenso verschwinden alsdann auch die Ä, 
Bj Cj . , , ,, sodass also in diesem besonderen Fall die Formel die ein- 
fachere Gestalt erhält: 

(B'.) f{dT+äS)di = 0. 

Diese letztere Formel, welche ich vorhin die getcöhnlicJie Formel des 
Hamilton'schen Princips nannte, ist also nur giltig für einen ganz 
speciellen Fall, nicht aber von allgemeiner Bedeutung. 

Die Sätze (A.), (B.) sollen im Folgenden näher begründet werden. 
Und dabei mag es mir gestattet sein, an Stelle der von den starren 
Körpern auf die Flüssigkeit ausgeübten Arbeiten dS, SS, diejenigen 
Arbeiten dL, SL einzuführen, welche umgekehrt die Flüssigkeit auf 
jene Körper ausübt; sodass also, (wie man leicht übersieht) die Rela- 
tionen stattfinden werden dL = — dS, und 8L = — 6S. 

Uebrigens werde ich die anzustellenden Untersuchungen in etwas 
allgemeinerer Weise ausführen, als hier vorläufig angegeben wurde. 

Einerseits nämlich werde ich annehmen, dass die in die Flüssig- 
keit eiugetauchten Körper nicht starr, sondern ihrer Gestalt nach ver- 
änderlich sind. 

Andrerseits werde ich annehmen, dass auf die Flüssigkeit von 
aussen her etwa die Schwerkraft oder irgend welche andere Kräfte 
einwirken. Das Potential dieser gegebenen äusseren Kräfte mag mit 
V oder V{x,y,0) bezeichnet werden. — Ich werde sogleich die zu 
behandelnde Aufgabe in mehr sorgfältiger Weise exponiren. 

§2. 
Die 2U behandelnde Aufgabe. 

Eine incommpressible Flüssigkeit sei begrenzt von einer äusseren 
Fläche* 6q , und beliebig vielen inneren Flächen 6i, tfg, (Tg, .... Jede 
solche Fläche mag nach Belieben entweder als eine dünne Membran, 
oder auch als die Oberfläche eines starren Körpers gedacht werden. Im 
letzteren Fall sind alsdann 6^, 6^, (Tg, ... . die Oberfiächen irgend welcher 
in die Flüssigkeit eingetauchten Körper, und 0q die innere Begrenzungs- 
fläche einer die Flüssigkeit nmschliessenden Schaale. 

Der grösseren Allgemeinheit willen erscheint es zweckmässig, die 
erstere Vorstellung zu acceptiren, nämlich jene Flächen 6q, 0^, 0^, 0$, - - - 
als düDue Membranen zu betrachten die ihrer Lage und Gestalt nach 
veränderlich sind. 
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Und zwar mag die augenblickliche Lage und Gestalt dieser Mem- 
branen abhängig sein von irgend welclien Parametern a^ ß^ y, Sy , . ,'^ 
so dass also die Coordinaten 1^, ri^ l irgend eines Membran-Elementes 
dö und ebenso auch die Rieh tungs- Cosinus der auf d0 errichteten Nor- 
male N bestimmte Functionen von a, ß, y, Sy , . . sind; was angedeutet 
werden mag durch die Formeln: 

I = 6 («) A - • •); COS (N, X)'^tp (CC, ß, . . .), 

(1.) ^ = ^ («^ ^^ . . .)^ COS (N, y) = t (a, ß, . . .)/ 

f = f («, A . . .)> cos (N, e) =x («, ß, . . .)• 

Dabei soll unter N stets diejenige Normale des Elements dö ver- 
standen werden^ welche der Flüssigkeit abgewendet ist. Auch soll an- 
genommen werden^ dass die Axen x, y, z des zu Grunde gelegten 
Coordinatensjrstems absolut fest liegen. 

Wir wollen den von der Flüssigkeit occupirten und von den Mem- 
branen (Tq, 6^, 6^, 0Q, ... begrenzten Raum mit 91 bezeichnen^ und den 
Zuwachs diu zu berechnen versuchen, welchen dieser Raum 91 erfahren 
wird^ falls man jene Parameter a, ß, y, S, . . , um beliebige unendlich 
kleine Grössen da, dß, dy, dS, . . . anwachsen lässi 

Bei einem solchen Anwachsen der Parameter erleidet das Element 
de eine kleine Verschiebung, indem seine Coordinaten ^^ tj, ^ an- 
wachsen um 

(2.) dr,^llda + 'p^'dß + ... 

Demgemäss wird die Grenze des Raumes 91 in der Richtung der' auf 
da errichteten Normale N um eine Strecke dfi vorrücken, welche die 
Länge hat: 

(3.) dN = dg cos (N, x) + dii cos (N, y) + dt cos (N, e), 

woraus durch Substitution der Werthe (2.) sich ergiebt: 

(4.) dN = Ada + Bdß + rdy + Add H 

Dabei repräsentiren alsdann A, B, f, A, . . . folgende Ausdrücke: 

'^ ^ di *=°^ ^^> *) + g« ^^ ^^' y^ + ä« ^^* ^^> ^)' 

^ ■= d^ *'<>" C^' *) + ä| '^^^ (^' y^ "*" Wß ®°® ^^> '^' 

etc. etc. etc. 
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also Ausdrücke^ die für ein gegebenes Membran-Element dö, ebenso 
wie S, i]j f, cos (N, x\ cos (N, y), cos (N, z), [vgl. (1.)], bestimmte Func- 
tionen von a, ßj y, Sf . , , sind; was angedeutet werden mag durch die 
Formeln: 
,^ V A = A (a, ft . . . .), 

^ ^^ B = B(a, ft....), 

etc. etc. 

Das zu berechnende dSi ist offenbar ein sdiaMmformiger Bcmmj 
und dti die Dicke dieses schaalenförmigen Raumes an der Stelle des 

Elementes d0. Demgemäss hat d^ den Werth dfSi =" ^dUdöy d. i. 
den Werth: 

(7.) d^ = JJjHde, 

WO das doppelte Integralzeichen ein FläcfienintegrcU andeutet, und wo 
insbesondere der beigefügte Index SR bemerklich machen soll, dass 
dieses Flächenintegral sich auszudehnen hat über alle Oberflächen- 
elemente dö des Raumes 91 (d. i. über alle Membranen öq, 6^, 6^y 
(^3, . . .). Aus (7.) folgt schliesslich durch Substitution des Werthes (4.): 

dSR = JJ^ {Kda -f Qdß + rdy H ) do, . 

oder was dasselbe ist: 

(8.) d^^(JS^kd6)da + {SJ^^d6)dß + {SS^Td6)dy+-:. 

Genaueres über die Einf&hmng der Parameter a, ßy y, d, ,.. — 
Wir setzen gegenwärtig fest, die Beweglichkeit der Membranen öqj ö^, 
62, <^<), ... solle keine ganz beliebige, sondern von solcher Art sein, 
dass der von ihnen begrenzte Raum 91 seinem Volumen nach constant 
bleibt, sodass also jene Membranen niemals aufhören, die vollständige 
Begrenzung der gegebenen incompressiblen Flüssigkeit auszumachen. 
Und demgemäss mögen die Parameter a, j3, y, d, . . . in solcher Weise 
eingeführt gedacht werden, dass das Volumen 9i bei belid)igen Äenderungen 
der tty ßy yy d, , . , stets denselben Werth bewahrt Dann ist also das 
rfSfl für beliebige Werthe von da, dß, dy, dd, ...stets =0, woraus 
mit Rücksicht auf (8.) die Formeln sich ergeben: 

(9.) ^^^ 

6bC. 6lC., 

und zwar als allgettiein gültig für beliebige Werthe der a, /3, y, d, . 
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Beispiele, — ist die Flüssigkeit umschlossen von einer festaufgesteUten 
Kugelschaale, und ist innerhalb der Flüssigkeit irgend ein starrer Körper 
nach Beliehen heiceglich^ so sind im Ganzen seclis Parameter oc, ß, 7, d, 
e, i vorhanden. Denn als solche werden einzuführen sein diejenigen 
sechs Variablen, durch welche die augenblickliche Lage jenes starren 
Körpers sich bestimmt. 

Ist ferner, um ein anderes Beispiel anzuführen, die Flüssigkeit be- 
grenzt von zwei um einen festen Mittelpunct beschriebenen EUipsoid- 
flächen c^ und e^ , deren Axenrichtungen ebenfalls festy deren AxenZön^en 
2ao, 2^0, 2c„ und 20^, 25^, 2Cy aber variabel sind, so darf, nach der 
von uns getroffenen Festsetzung, diese Variabilität keine ganz beliebige 
sein. Denn das Volumen 

3 ^3 

des von den beiden Flächen begrenzten Raumes SR soll canstant bleiben; 
und es muss also die Relation erfüllt sein: 

wo K eine gegebene Constante vorstellt. Demgemäss werden in diesem 
Fall nicht sechs, sondern nur fünf Parameter a, ß, y, ^, e einzuführen 
sein, etwa mittelst der Formeln: 

(Iq == (Xf öj = d f 

ctßy - K 

Co = y, q = — si 

Diese fünf Parameter a, ^, y, 9, e können alsdann beliebige Werthe 
annehmen, wenigstens innerhalb eines gewissen Spielraumes. Denn 
selbstverständlich muss dafür gesorgt sein, dass bei irgend welchen 
Aenderungen von a, ß, 7, J, s die eine Fläche stets innerhalb der 
andern bleibt. 

Das ZU behandelnde Problem. — Auf die Flüssigkeit mögen von 
Aussen her irgend welche Kräfte einwirken, deren Potential 

(10.) V=V{x,y,e) 

eine gegebene stetige Function der Coordinaten ist. Dies vorausgesetzt, 
stellen wir uns folgende Aufgabe: 

Die Tarameter a, ß, y, S, , . . seien gegeben als bestimmte Func- 
tionen der Zeit: 

(11.) «-«(0, ß = ß(t), r = y(t\ ä = d(t\ etc. etc., 

sodass also die die Flüssigheit begrenzenden Membranen in bestimmt 
vorgeschriebener Bewegung sich befinden. Alsdann sind ofthibar 

(12.) die Lage und Gestalt des Baumes SB, 

und ebenso die irgend einem Membran-Element dö zugehörigen Grössen 
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,j3 s i^V, i, cos (N, aj), cos (N, y), cos (N, e), [vgl. (1.)] 

^ '^ 1 A, B, r, A, . . . . [vgl. (6.)] 

bekannte Functionen der Zeit. 

Femer sei gegeben der Anfangszustand der Flüssigkeit, etwa ihr 
Zustand mr Zeit t^. 

HierdurcJi wird alsdann die Beivegung der Flüssigkeit völlig bestimmt 
sein. lyiese Bewegung soll nun naher untersucht werden; und insbesondere 
sollen auch untersucht werden diejenigen 

(14.) Druckkräfte jp, 

ivelche in irgend einem Augetiblick t dieser Beivegung von der Flüssigkeit 
auf die ihr anliegenden Membranen ausgeübt werden, 

Id letzterer Beziehung bieten sich verschiedene Fragen dar. Re- 
präsentirt z. B. 0j irgend eine speeielle unter den Flächen 6^, tfi, 0^} 
03, . . . , etwa die Oberflache eines in die Flüssigkeit eingetauchten 
starren Körpers, so kann man nach der translatorischen Kraft fragen, 
mit welcher die zur Zeit t auf diesen Körper einwirkenden Druckkräfte 
p denselben nach einer gegebenen Richtung hin fortzuziehen bestrebt 
sind, oder auch nach dem Drehungsmonient, mit welchem sie den Körper 
um eine gegebene Axe zu drehen bestrebt sind. 

Diese und ähnliche Fragen kann man unter einen allgemeinern 
Gesichtspunct bringen, indem man nach derjenigen Arbeit fragt, welche 
jene auf die Membran 6j einwirkenden Kräfte p bei irgend einer vir- 
tuellen Verrückung dieser Membran leisten würden. Und hierbei kann 
diese Verrückung ganz beliebig gedacht werden, z. B. verbunden mit 
irgend welcher GestaltsYers,nderung der Membran. 

Endlich kann man die Frage noch weiter verallgemeinem, indem 
man sämmtliche Membranen öq, <7^, ö^y ... gleichzeitig irgend welchen 
virtuellen Verrückungen unterwirft, und nach derjenigen Arbeit fragt, 
welche bei diesen Verrückungen von jenen Druckkräften p geleistet 
wird. Diese letztgenannte Arbeit hat offenbar den Werth: 

(15. a) SL=^JJ^ p {81 cos (N, x) + Sri cos (N, y) + 81 cos (N, z)) d6, 

wo 8^, 8ri, 8t die virtuelle Verrückuug des Elementes dö (J, rj, g) vor- 
stellen, und wo die Integration ausgedehnt zu denken ist über sämmt- 
liche Oberflächenelemente dö des Raumes Sfl. Dabei bezeichnet N 
(ebenso wie früher) die der Flüssigkeit abgewendete Normale des Ele- 
mentes dö, also zugleich die Richtung der auf d0 einwirkenden Druck- 
kraft p. 
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Nimmt man insbesondere für d^, Sri, *f diejenigen virtuellen Ver- 
rückungen^ welche sich ergeben, sobald man die Parameter a, ß, . , . . 
um irgend welche Grossen 6a^ Sßy .... anwachsen lässt, setzt man also: 

so ergiebt sich aus (15. a) fßr dL der Ausdruck: 

(15. b) <Ji = //^ i) (Ada + B d/3 + r <Jy + ....) dtf, [vgl. (5.)] 

also ein Ausdruck von der Form: 

(15. c) ÖL = L,da + LJß + L^dy H 

Ein specieller Fall der virtuellen Arbeit öL ist die wirkliche Arbeit 
(ILj welche analog mit (15. a, b, c) ausgedrückt werden kann entweder 
durch: 

(16. a) dL -= ff^ p [di cos (N, x) + dtj cos (N, y) + dt cos (N, ß)) da, 

oder durch: 

(16. b) dL =SJ^V {f<dar+ Bdß + rdy-{ ) dö, 

oder durch: 

(16. c) dL = Lida + L^^dß + L^dy H 

Dabei haben alsdann die X^, L^, L^, .... in (16. c), ebenso wie in 
(15. c) die Werthe: 

(17.) L,=ff^pBd6, 

6 uC. 6uC. • 

und A, B, r, . • . die in- (5.) angegebenen Bedeutungen. 

Sowohl dL wie öL beziehen sich auf diejenigen Druckkräfte p, 
welche stattfinden in irgend einem Augenblick t der wirJUidien Bewegung. 
Während aber dL die Arbeit repräsentirt, welche diese Kräfte leisten 
bei der mrklicJien Bewegung, nämlich beim Uebergang der Membranen 
aus der Position (a, j3, . . .) in die Position (a -|- ^^y ß + ^ß} • • ;); 
repräsentirt andrerseits das öL diejenige Arbeit; welche« die genannten 
Kräfte leisten würden bei einer gewissen virtuellen Bewegung, nämlich 
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beim Uebergang der Membranen aus der Position (a, /3, . . .) in die 
Position (a + da, /3 + dß, ...).' 

Unsere Hauptaufgabe wird nun bestellen in der näheren Bestimmung 
von ÖL -und d\L, oder (was dasselbe ist), in der Berechnung der in den 
Formeln (15. c) mid (16. c) enthaltenen Coeffidenten L^, ig, ij, ... 


§ 3. 
Zwei Methoden zur Lösung der gestellten Aufgabe. 

Um jene durch die Formeln 
(18.) A=/Ai>Ai., 

etc. etc. 

definirten Coefficienten L^, Lg, ... wirklich zu berechnen, bietet sich 
eine Methode ganz direct dar, während eine zweite Methode mehr ab- 
seits liegt, und erst später zu Tage treten wird. 

Die erste oder directe Methode besteht darin, dass man zuvörderst 
die unter den gegebenen Umständen eintretende Bewegung der Flüssig- 
keit, also z. B. auch den in ihrem Innern und an ihrer Oberfläche 
stattfindenden Druck p berechnet. Substituirt man sodann diesen 
Werth von p in die Formeln (18.), so erhält man sofort die gesuchten 
Grössen L^, Lg, ... 

Denn die übrigen in jenen Formeln enthaltenen Grössen A, B, . . ., 
sowie auch der Integrationsraum 9i sind von Hause aus bekannt, und 
zwar bekannt für jedweden Zeitaugenblick. [Vgl. {12.), (13.)] 

Ueber die zweite, erst später zu erairende Methode. — Bezeichnet 
m die Masse irgend eines Flüssigkeitstheilchens, so soll unter dem auf 
die Flüssigkeit ausgeübten Gesammtpotential W die Summe sämmt- 
licher m verstanden werden, jedes multiplicirt mit dem auf dasselbe 
ausgeübten Potential V: 

(19. a) W^2^mV. 

Andrerseits besitzt die lebendige Kraft T der Flüssigkeit den Werth: 

(19. b) I=\2^m (n« + v^ + m;^), 

wo M, v, w die Geschwindigkeitscomponenten des Theilchens m vorstellen. 
Der Index 9i in diesen Formeln (19. a, b) deutet an, dass die Sum- 
mation auszudehnen ist über alle Theilchen m des Raumes St, d. i. 
über alle Theilchen der gegebenen Flüssigkeit. 
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■ 

Bezeichnet man die gegebene constante Dichtigkeit der incompres- 
siblen Flüssigkeit mit q^ so kann man m=^ gdxdydz setzen , mithin 
die Formeki (19. a, ,b) auch so schreiben: 

(20. a) W=Q JJJ^ Vdxdydz, 

(20. b) T = { fff^ (u' + v' + w') dxdydz, 

die Integrationen ausgedehnt gedacht über alle Yolumelemente dxdydz 
des Raumes 91. 

Jene zweite Methode besteht nun darin, dass man die Werthe von 
W und T für die in Rede stehende Bewegung tmrklich berechnet Aus 
diesen W und T lassen sich alsdann die gesuchten Werthe der Lj^y 
L^, ... sofort ableiten mittelst einfacher Operationen. 

Es finden nämlich^ wie weiterhin gezeigt werden soll, zwischen 
den ij, L2, ... und zwischen Wj T gewisse Relationen statt, welche 
die Berechnung der L^, L^y ... ermöglichen, sobald die Werthe der W^ 
T bekannt sind. Diese Relationen stehen in naher Beziehung zu den 
Hamilton'schen Princip, und mögen dem gemäss bezeichnet werden als 
die dem Hamilton' sehen Princip entsprechenden Formeln, — Zuvorderst 
aber mQssen wir Genaueres angeben über die eigentlichen Grundlagen 
unserer Untersuchung» 

§4. 

Die FrämiBsen der ansustellenden Untersnohnng. 

Erste Voraussetzung. — Die Bewegung der Flüssigkeit finde statt 
ohne irgend welche (innere oder äussere) Reibung, und unterliege den 
bekannten Differentialgleichungen: 

(A.) „,^ = _.^(r+f), 

etc. etc. 
d. i. den Gleichungen: 

(B.) „^|__„|.(F+£), 

etc. etc. 

Hier bezeichnet m die Müsse irgend eines Flüssigkeitstheilchens mit den 
Coordinaten Xy y, und den Geschwindigkeits-Componenten u, v, w^ 
ferner p den an der Stelle Xy y, zur Zeit t vorhandenen hydrosta- 
tischen Druck; ferner q die constante l^ichtigheit der Flüssigkeit; end- 
lich F «= V {Xy y, z) das gegebene Potential der von Aussen her ein- 
wirkenden Kräfte. 


du 

dt 

, du 

dv 
dt 

, dv 

dw 

, dw 
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Betrachtet man die u, v, w nicht als die 6eschwindigkeits-Com- 
ponenten eines hestimmten Theilchens m, sondern vielmehr als Func- 
tionen des Raumpunhts x, y, z und der Zeit t, so nehmen die Glei- 
chungen (B.) folgende Gestalten an: 

*^ dy ^^ dz dz y ^^ Q J 

Differenzirt man nun die zweite der Gleichungen (G.) nach z^ die 
dritte nach y^ und subtrahirt man sodann die beiden Gleichungen von 
einander^ so gelangt man mit Rücksicht auf die bekannte Incompres- 
sibilität sbedingung : 

W n + U + '^-O' 

und unter Einführung der Bezeichnungen: 

— dv dw 
^ dz dy ' 


z = 


dx dz 
du dv 


cy dx^ 

zu der Formel: 

d=. . d'E. , d=. . d=. ~ du . ^ du . ^ du 
dt * dx * dy * oz dx * dy * dz' 

oder (was dasselbe ist) zu der ersten Formel des folgenden Systems: 

dE. ^ du . ^ du j^ y du 

dt ~ ^x ' dy * dz ' 

V*-) ~dt "^-J^ + ^dy+^Tz' 

dZ _ dw _, Lj dw j_ — dw 

~dt ~ - dx "1" " dy "^^Tz' 

dessen beide anderen Formeln sich in analoger Weise ableiten lassen. 
In diesen Gleichungen (F.) sind alsdann dE, dH, dZ diejenigen Zu- 
wüchse^ welche die einem bestimmten Flüssigkeitstheilchen m zugehö- 
rigen Grössen Z, H, Z während des Zeitelements dt erfahren. 

* Sind die einem Theilchen m zugehörigen Grössen E, H, Z zu irgend 
einer Zeit gleich Null, so werden sie, tme aus (F.) hervorgeht, für dieses 
TheilcJien fortdauernd Null bleiben. 
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Man kann mit Helmholtz die Grössen Z, H, Z die Wirbdcompo- 
nenten des betreffenden Theilchens m nennen^ und demgemäss ein solches 
Theilchen als tvirbelfrei bezeichnen, sobald seine Componenten E, H, Z 
NuU sind. Solches festgesetzt^ können wir alsdann den soeben aus- 
gesprochenen Satz auch so ausdrücken, resp. verallgemeinern: 

Sind in einem gegebenen Zeitaugenblick sämmtliche Theilchen der 
Flüssigkeit unrbelfrei, so wird Gleiches von ihnen auch gelten in jedem 
späteren Zeitaugenblick. 

Oder einfacher ausgedrückt: Ist in einem gegebenen Augenblick die 
hetrcuihtete Flüssigkeit wirbelfrei, so mrd Gleiches von ihr auch gelten 
in jedem spätem Zeitaugenblick*) 

Zweite Voransestziing. — ^ Wir nehmen nun an, die gegebene 
Flüssigkeit sei wirbelfrei zur Zeit t^ ihres Anfangszustandes, sie genüge 
also zur Zeit t^ an allen Stellen den Bediugungen E = 0, H == 0, Z = 0, 
d. i. den Formeln: 

= 0, 

= 0. 

Gleiches findet alsdann (zufolge des letzten Satzes) auch statt zu 
jeder spätem Zeit t\ sodass also u, v, w in jedwedem Zeitaugenblick t 
der zu betragenden Bewegung die Form besitzen: 

,. V ao ao ao 

^ ^ dx^ dy' oz^ 

wo (t> = (t> {x, y, z, t) eine noch unbekannte Function bezeichnet. 

Mittelst dieser Formeln (1.) reduciren sich aber die drei Differential- 
gleichungen (C.) auf eine einzige, nämlich auf folgende: 

(2) '^ + i[(ll)'+a"+(^^r] + ''+f-m 

wo H(t) eine unbekannte Function der Zeit vorstellt, nämlich eine 
Grösse, die unabhängig von x, y, z ist. 

Dritte Voranssetznng. — Die Bewegung der Flüssigkeit sei von 
solcher Art, dass 


dv 

dw 

dz 

dy 

dw 

ou 

dx 

dz 

du 

dv 

dv 

dx 


*) Dieser wichtige Satz ist bekanntlich schon von Lagrange aasgesprochen, 
worden. Der hier gegebene elegante und einfache Beweis ist meines Wissens 
zuerst von Hdmholtz gegeben worden in seinem Aufsatz: lieber die Integrale der 
hydrodynamischen Gleichungen^ welche den Wirbelbewegungen entsprechen. (Crelle's 
Journal, Bd. 55, S. 25). 
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(3.) u, Vy Wy p stetige Funktionen von x, y, z, t 

sind. Hieraus folgt nach (1.)^ dass 

^'^ ä^' äy ä7 

ebenfalls stetige Functionen von x, y, Zy t sein werden. 

Substituirt man, beiläufig bemerkt, die Werthe (1.) in die bekannte 
Incompressibilitäts-Bedingung 

öt* , ^ , ^ ^ 

dx~^ dy'^ dz ' 

so ergiebt sich, dass der Differentialgleichung 

entsprechen muss. 

Vierte Voraussetzung. — Es soll angenommen werden, dass die 
zu Anfang mit den Membranen 0q, 6^, tfg, (Jg, .... in Berührung be- 
griffenen Flüssigkeitstheilchen, fartdutiernd mit denselben in Berührung 
bleiben; sodass also die Bewegung eines solchen Flüssigkeitstheilchen 
nur in einem Fortgleiten längs der betreffenden Membran besteht.*) 

Um näher hierauf einzugehen, betrachten wir die Membran (Sjy 
und zugleich die längs derselben fortgleitenden Flüssigkeitstheilchen. 
Die Membran öj ist in irgend welcher Bewegung, resp. Formveränderung 
begriffen. Sie mag zur Zeit t durch die Gleichung dargestellt sein 

(«•) /■ (E, 9, J, = 0, 

folglich zur Zeit t -{- dt durch die Gleichung: 

(ß-) f il, ^,ht + dt) = 0, 

WO j, ^, } die Coordinaten vorstellen sollen. .Repräsentirt also ^ irgend 
ein Molecül dieser Membran 6j, und bezeichnet man die Coordinaten 
von fi zu den Zeiten t und t -^ dt respective mit 

und 

l + dg, v + dv, t + dt, 

so werden die erstem der Gleichung (a.), die letztern der Gleichung (ß.) 
Genüge leisten; sodass man erhält: 

fii, V, t, t) = o, 

/•(l + rf|, 1? + dtj, t + dt,t + dt) = 0, 

*) Man vgl. übrigens die Bemerkung von Kirckhoff in seinen Yorl. über Math. 
Physik. 1876. Seite 108. 
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und hieraus durch Subtraction: 

Nun bleiben die zu Anfang mit der Membran öj in Berührung 
begriffenen Plüssigkeitsthe liehen m, nach unserer Voraussetzung, fo^'t- 
dauernd mit derselben in Berührung. Betrachten wir insbesondere 
dasjenige dieser Theilchen m, welches die Membran öj zur Zeit t an 
der Stelle /t, d. i. im Punkte 

berührt, und bezeichnen wir den noch unbekannten Punct, in welchem 
dasselbe die Membran 6j zur Zeit t -^ dt berühren wird, mit 

. 5 + da;, 1? + dy, i + dz, 

so werden diese Berührungspuncte resp. den Gleichungen (a.) und (/3.) 
Genüge leisten. Somit folgt: 

/•(t, 1,, g, = 0, 

/•(l + da?, j, + dy, l + de,t + dt) = 0, 
und hieraas durch Subtraction: 

(d.) U e?« + IJ dy + 1^ d^ + K d< = 0, wo /•=/•(§, n. t, t). 

Aus (y.), {d.) folgt jetzt aber sofort: 

(a.) l\ {dx - d%) + I J (dy -dri) + f^ {dz - dt) = 0, 

oder was dasselbe ist: 

(g.) {dx — dg) cos (N, x) + (dy — di?) cos (N, y) + (dxf — dg) cos (N, 0) = 0, 

oder falls man durch dt dividirt, und die Geschwindigkeitscomponenten 

d sc dv dz 

JT} ^9 Jl ^^8 Flüssigkeitstheilchens m mit u, v, w bezeichnet 

M (« - % cos (N, x) + (v- g) cos (N, y) + {w^^ cos (N, z) = 0, 
oder, falls man fOr ti, v, w die Werthe (1.) p. 15 substituirt: 
W It = ft '^^^ (N, a;) + ^-f cos (N, y) + |f cos (N, ^). 

Dabei repräsentirt (wie früher) das N die auf der betrachteten Membran 
errichtete, der Flüssigkeit abgewendete Normale. 

Die Coordinaten |, 17, g des Membrantheilchens /t sind abhängig 
von den Parametern a, /J, y, tf, ...., und diese Parameter ihrerseits 
sind gegebenen Functionen der Zeit (vgl. p. 9). Somit folgt: 

Neumanu, Hydrodynumigche Uutenachaugen. 2 
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dt 

aS da .dt dß , 
^ da dt » a(J dt "»" 

dfj 
dt 

di7 da . dri dß j 
^ da dt '^dßdt'^ 

di 
dt 

dtda, dSdß . 
ü dt "^ aj3 dt "T" 


Demgemäss nimmt die Formel {^?) die Gestalt an: 
r \ ^^ K da . ndß , r dy i ^ dd . 

WO A, B, r, A, . . . die mehrfach erwähnten Ausdrücke (5.) p. 7 vorstellen. 

Für einen gegebenen Zeitaugenblick t sind die Lage und Gestalt 
des Raumes 91 vollständig bekannt^ oder (um ein anderes Wort zu 
brauchen) in bestimmter Weise vorgeschrieben. Gleiches aber gilt in 
dem gegebenen Zeitaugenblick auch von denjenigen Werthen, welche 
die rechte Seite der Formel (ß;) oder (t.) für die einzelnen Oberflächen- 
elemente dö dieses Raumes 91 besitzt. [Vergl. die Bemerkungen bei 
(12.), (13.) p. 9]. So ergiebt sich der Satz: 

In einem gegebenen Zeitaugenblick t sind die Lage und Gestalt des 
Ilatimes 9i in bestimmter Weise vorgeschrieben. Und die nodi 
unbekannte Fundion = (a;, y, z^ t) muss von solcher Beschaffen- 

Jmt sein, dass ihr Differentialquotient ^ in jenem Augenblick an der 

Oberfläche des Baumes 91 bestimmte vorgeschriebene Werthe besitzt. 
Diese vorgeschri^enen Werthe lassen sich analytisch ausdrücken nach 
Belieben entweder durch: 

(6-) IS = 41 <^«« (N, a;) + ^ cos (N, y) + |f cos (N, g), 

oder durch: 

Im Allgemeinen tvird der letzteren Formel, als der einfacheren, der Vor- 
zug zu geben sein. 

Bemerkung. — Multiplicirt man die Formel (6. a) mit dö, und inte- 
grirt sodann über alle Elemente dö der Flächen öq, 6^, ö^) ^s? - • • ^ 
so erhält man: 

//. rn •" - (//. A^') '^ + {ff, B., ) If + . . . 

also mit Rücksicht auf (9.) p. 8: 
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§5. 

Die Grandformeln der Theorie. 

*üm nun anter den gegebenen Umständen die Bewegung der 
Flössigkeit zu ermitteln, haben wir <t>, u, v, w, p als Functionen von 
X, y, 0, t zu bestimmen. Und zu diesem Behuf haben wir im Ganzen 
sechs Formeln in Händen, nämlich die Formeln (1.), (2.), (3.), (4), (5) 
und (6.) resp. (6. a). Um diese sechs Formeln in eine mehr geeignete 
Reihenfolge zu versetzen, beginnen wir mit den auf bezüglichen 
Formeln (4.), (5.) und (6. a): 

(I. a) g— , -^y -^ sollen im Räume SR stetig sein. 

(L b) A0 soll im Räume SR überall = sein, 

(I. c) der Dififerentialquotient «-rr soll an der Oberfläche von 81 die 

vorgeschriebenen Werthe haben : äiü = A^ + BT*+'*** 
Sodajm lassen wir folgen die u, v, w betreffenden Formeln (1.): 

Endlich fügen wir hinzu die zur Berechnung von p dienenden Be- 
dingungen (2.), (3.): 

(in. .) II + i [(II)' + (I?)' + (II)'] + r + f = i, (,), 

(III. b) p soll eine stetige Function von x, y, 0, t sein. 

Dabei bezeichnet H(t) eine volb'g unbekannte Function der Zeit, 
während q die gegebene constante Dichtigkeit der Flüssigkeit vorstellt. 

Hiermit sind alle Formeln erschöpft;, die sich aus unsem Prä- 
missen zur Bestimmung der Functionen <t>, u, v, w, p eruiren lassen. 
Und es fragt sich also zuuächst, ob diese Formeln zur Bestimmung 
jener vier Functionen 0, w, v, w, p wirklich ausreichend sind, — eine 
Frage, welche namentlich für nicht ganz leicht zu beantworten ist. 

Nehmen wir vorläufig an, sei bereits bestimmt. Alsdann er- 
geben sich mittelst (H.) und (HI. a) die zugehörigen Werthe von w, 
V, tP, p. Das in solcher Weise berechnete p wird aber behaftet sein 
mit dem ufä}ekannten additiven Gliede q S(t). 

Wir sehen somit, dass teir den Druck p niemals vollständig zu he- 
stimmen im Stande sind, sondern nur bis auf ein additives Glied, welches 
eine unheJcannte Fundion der Zeit bleibt. 

2* 
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Diese Unvollkommenheit hat ihren Grand in der Natur der gestellten 
Aufgabe, wie sich leicht an einem speciellen Fall zeigen lässt. 

Wir nehmen an, das Potential F sei »> 0, und die Flüssigkeit be- 
finde sich während des Anfaugszustandes in Biifie, eingeschlossen in eine 
elastische, völlig gleichmässig gearbeitete kugelförmige Membran (die 
etwa aus Gummi oder Eautschuck bestehen kann). In diesem Anfangs- 
zustande wird alsdann der Druck p im Innern der Flüssigkeit constant, 
etwa aa A sein. 

Denken wir uns nun dieses System ringsum von Luft umgeben, und 
diese Luft durch irgend welche Vorrichtungen mehr und mehr ver- 
dichtet, so wird hierbei die Oberfläche der Flüssigkeitskugel (weil die 
Flüssigkeit incompressibel ist) völlig ungeändert bleiben, trotzdem aber 
der Druck p im Innern der Kugel, welcher zu Anfang => A war, mehr 
und mehr wachsen, also eine Ftmction der Zeit sein. 

Und diese Function der Zeit kann offenbar nur dann bestimmt werden, 
wenn die von Aussen her (durch den Druck der Luft) auf die Membran 
ausgeübten Kräfte bekannt sind, und ebenso auch die elastischen Kräfte, 
mit den^ die einzelnen Molecüle der Membran auf einander einwirken. 

Analoges wie in diesem Beispiel wird in jedem andern Fall zu be- 
merken sein. Wollte man also bei der vorgelegten allgemeinen Aufgabe 
jene tmbekannte Function der Zeit, welche im Werthe von p als additives 
Glied sich einstelUf wirklich zu bestimmen versuchen, so mü^te man vorlier 
bekannt sein nicht dllein mit dem Buhe- resp. Bewegungszustande 
der Membranen, sondern überdiess auch mit sämmtlichen äussern und 
innern Kräften, unter deren Einwirkung jener Buhe- resp. Bewegungs- 
zustand stattfindet. — Eine solche Bekanntschaft aber haben wir nicht 
vorausgesetzt. 

§6. 
Allgemeine Betraohtnngen über eine Function von x^ y^ z^ deren 

erste Ableitungen nach x^ y^ z innerhalb eines gegebenen 

Baumes überall stetig sind. 

Hinsichtlich des sogenannten Geschwindigkeitspotentiales = 

{x, y, z, t) ist bekannt [vgl. (I. a)], dass seine Ableitungen ö-, -^-, -^ 

im Räume /9{ iiberaü stetig sind. Indem wir nun die hieraus für 
selber entspringenden Consequenzen näher untersuchen wollen, sind 
mehrere Fälle zu unterscheiden, je nachdem der Raum SR einfach m- 
sammenJiängend ist, oder zweifadi zusammenhängend , oder endlich von 
ganz heliebigef Beschaffenheit 

Einfach zusammenhängender Baum. — Man nennt bekanntlich einen 
Raum 9t einfach znsammenJiängend, wenn jedwede innerhalb SR con- 
struirte geschlossene Curve durch eine allmählig fortgehende Defor- 
mation und ohne dabei die Grenze von SR zu tiberschreiten, in einen 
unendlich kleinen Kreis resp. in einen Punkt verwandelt werden kann. 
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Demgemäss ist z. B. der Innenraum einer Eugelfläche oder EUipsoid- 
fläche ein einfach zusammenhängender. Denkt man sich ferner einen 
Raum 9%; der begrenzt ist von einer äusseren Fläche <Tq und beliebig 
vielen inneren Flächen a^, ö^, ö^, ... und setzt man voraus^ dass alF 
diese Flächen Eugelflächen oder EUipsoidfiächen sind; so wird der so 
definirte Baum 91 wiederum ein einfadi zusammenhängender sein. 

Ist nun ein solcher einfach zusammenhängender Baum 91 gegeben, 

sind femer innerhalb dieses Baumes w = ö—, v = ^-s w? = ö— 9ß' 

ox' dy^ dz ° 

geben als stetige Functionen von x^ y, z, und ist endlich noch derjenige 

Werth (pQ gegeben, welchen 0^ selber in irgend einem Puncte Xq, j/q, jSq 

des Baumes 9t besitzt, so bestimmt sich der Werth von für irgend 

welchen andern Punct x, y, z des Baumes 91 mittelst der Formel: 

(1.) ,_«.+x(||,,+||,,+|j4 

die Integration hinerstreckt längs irgend welcher im Baume 91 von Xq, 
y^y Zq nach x, y, z laufenden Curve Ä. 

Dieser Formel zufolge scheint der Werth im Puncte x, y, z 
mit abhängig zu sein von dem Integrationswege Ä] sodass vian also 
möglicherweise, bei Anwendung eines andern solchen Weges B, im 
Puncte X, y, z an Stelle von <t> einen andern Werth 0' erhalten würde: 

(2.) '»■-%+Ult^''+'^äy+'^a.). 

» 

Um dies näher zu untersuchen, subtrahiren wir die beiden Formeln 
(1.), (2.), und erhalten alsdann: 

(8.) ■»_,.=/„ (II ,, + ||,,+-||,.), 

oder was dasselbe ist: 

(4.) — 0' = J*^ (^udx + vdy + wdz), 

die Integration hinerstreckt über die aus Ä und B zusammengesetzte 
geschlossene Curve C, und zwar in der Bichtung von Ä. 

Die Linien Äy B, G liegen völlig innerhalb des Baumes 91, und 
dieser ist nach unserer Voraussetzung ein einfach ffusammenhimgender. 
Folglich kann die geschlossene Curve C, durch stetige Deformationen 
und ohne dabei die Grenze des Baumes 91 irgendwo zu überschreiten, in 
einen unendlich kleinen Kreis respective in einen Punct verwandelt 
werden. Die aufeinanderfolgenden Gestalten, welche jene Curve bei 
diesen stetigen Deformationen der Beihe nach annimmt, bilden also 
zusammengenommen ein innerhalb 91 liegendes Flächenstück f, welches 
die ursprüngliche Curve C zur Bandcurve hat. Nach einem bekannten 
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Satz*) kann alsdann aber das Curven-lntegrdA (4.) umgewandelt werden 
in folgendes über die Fläche f sich ausdehnendes Integral: 

Dabei bezeichnet df irgend ein Element der Fläche /) und gleichzeitig 
sind «, ß, y die Richtungscosinus der auf df errichteten Normale. Da 

nun M = ö— , t? = ö-, W7 = ö-> mitnm z. d. 3- = ist, so wird 

ox^ oy dz' dy dz ' 

das Integral (5.) offenbar = sein. Und Gleiches gilt daher auch 
vom Integral (4), d. i, von — <t>\ Somit folgt: 

(6.) = 0'. . 

Hiemit aber ist nachgewiesen^ dass der Werth von im Puncte 
Xy y, z von dem angewandten Integrationswege A resp. B völlig un- 
abhängig ist, also nachgewiesen, dass die Function im Puncte Xy yy z 
nur einen Werth haben kann. 

Denkt man sich diesen einen Werth nun z. B. dargestellt durch 
die Formel (1.), und lässt man in dieser Formel den Endpunct x^ yy z 
des Integrationsweges A in stetiger Weise fortschreiten, so wird hiebei 
der Wert'h des Integrales, mithin auch der Werth von sich Schritt 
für Schritt in stetiger Weise ändern. Demgemäss gelangen wir zu 
folgendem Satze: 

Sind innerhalb eines einfach zusammenhängenden Baumes 91 die 

Wertlie von ^? y? y~ g^eben als stetige Functionen von x^ y, Zy so 

wird selber sich festsetzen lassen als eine Function, die innerhalb 91 
überall eindeutig unß stetig ist 

Und zwar bedarf es, um diese Function zu einer völlig bestimmten 
zu • machen, nur noch der Angabe des Werthes, den in irgend einem 
speciellen Punct Xq, y^, Zq des 'Baumes 9i besitzen soll. 

Zweifach zusammenhängender Baum. — Kann ein gegebener Raum 
SR mittelst eines Querschnittes q (d. i. mittelst einer durch das Innere 
von SR gelegten Fläche q, deren Randcurve in der Oberfläche von 9i 
liegt) in einen einfach zusammenhängenden Raum verwandelt werden, 
so heisst jener ursprünglich gegebene Raum SR ein zweifach zusammen- 
hängender. 

Denkt man sich z. B. eine ringförmige Rotationsfläche von kreis- 
förmiger oder elliptischer oder vielleicht auch quadratischer Meridian- 
curve, so wird der Innenraum dieser Fläche ein ztoeifach zusammen- 
hängender sein. Denn führt man durch diesen Raum etwa in der 

*) Vgl. z. B. Neumann: Theorie der elektrischen Kräfte» Teubner, 1873, p. 88. 
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Ebene einer solchen Meridiancurve einen Querschnitt q, so verwandelt 
sich derselbe hierdurch in einen einfadh zusammenhängenden Raum. 

Denkt man sich ferner einen Raum 91 begrenzt von zwei inein- 
ander liegenden Flächen 6q und a^ ^ und nimmt man an, die äussere Fläche 
öq sei eine Eugelääche, die innere Fläche ö^ hingegen sei eine ring- 
förmige Rotationsfläche, so wird jener Baum 91 wiederum ein zweifach 
zusammenhängender sein. Denn construirt man innerhalb 91 einen 
Querschnitt q, der einen Parallelkreis der Fläche ö^ zur Randcurve hat; 
so verwandelt sich hierdurch der Raum 91 in einen einfach zusammen- 
hängenden Raum. 

Sind nun innerhalb irgend eines zweifach zusammenhängenden' 

Raumes 91 die Werthe von ä~? "ö"; g~ gegeben als stetige Functionen 

von X, y, Zf und denkt man sich jenen .Raum 9{ mittelst eines Quer- 
schnittes q in einen einfach zusammenhängenden Raum @ verwandelt, 
so wird selber (zufolge des vorhergehenden Satzes p. 22) inner- 
halb @ überall eindeutig und stetig, möglicherweise aber zu beiden Seiten 
der Fläche q mit verschiedenen Werthen behaftet sein. Bezeichnet man 
indessen diese Werthe von zu beiden Seiten von q mit 0^ und O^, 
und setzt: 

^2 — ^1 = «> 
so wird dieses x an allen Stellen der Fläche q einerlei Werth haben. 

Denn die Ableitungen «— , ^ , j- sind im ganzen Räume 91 (nach 
unserer Voraussetzung) stetig, und haben also, was @ betrifft,' zu beiden 
Seiten von q einerlei Werthe; demgemäss ist also - ^^-V- — ^ = 0, 
^ (<»«^- ^ „ Q^ ^ ^%7 "^'^ = 0; und hieraus folgt, dass (<t), — OJ 

selber von x, y, z unahängig, also an allen Stellen der Fläche q von 
einerlei Werth ist. Q. e. d. 

Wir gelangen somit zu folgendem Resultat: 

Sind innerhalb eines zweifach zusammenhängenden Baumes 9t 

die Wertlie von ^, g-, ^ gegeben als stetige Functionen von x, y, », 

und versteht man unter q irgend einen Querschnitt, durch welchen der 
Baum 91 sich in einen einfach zusammenhängenden Baum verwandeln 
tvürde, so lässt sich die Function <t> in solcher Weise festsetzen, dass sie 
im Baume 9i, bis auf den Querschnitt q, überall eindeutig und stetig, 
in diesem Querschnitt aber mit einer Differenz 

0g — <t)j = X 

behaftet ist, ivelche an allen Stellen von q ein und denselben Werth hai. 
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Ein beliebig gegebener Banm 91, der etwa von einer äusseren 
Fläche 0Q und irgend welchen inneren Flächen (T^, (Tg; ö^, .... begrenzt 
ist, wird stets durch irgend welche Anzahl von Querschnitten in einen 
einfach zusammenhängenden Raum verwandelt werden können. 

Sind z. B. im Ganzen drei solche Flächen öq^ ö^, 0^ vorhanden^ 
und hat die äussere Fläche öq die Gestalt einer Kugelfläche , während 
jede der beiden innern Flächen a^^ 6^ die Gestalt einer ringförmigen 
Rotationsfläche besitzt^ so wird der Raum 91 mittelst eweier Quer- 
schnitte q^ und q^ in einen einfach zusammenhängenden Raum ver- 
wandelt werden können; wobei allerdings, was im Genauem die Lage 
jener Querschnitte betrifft; zwei Fälle zu unterscheiden sind; je nachdem 
die beiden Ringflächen ö^ und Ö2 nebelt einander liegen, oder aber (wie 
zwei Glieder einer Kette) einander umschlingen. 

Im ersten Fall können die Querschnitte q^ und q^ etwa so aus- 
geführt werden; dass der Rand von q^ ein Parallelkreis von <^^; und 
der von ^2 ®i^ Parallelkreis von ö^ ist. 

Im letztem Falle hingegen ist für q^ ein Flächenstück zu nehmen; 
dessen äiisserer Rand ein Parallelkreis von öj^, und dessen innerer Rand 
eine Meridiancurve von 6^ ist, sodann aber für q^ ein Flächenstück, 
bei welchem umgekehrt der äussere Rand ein Parallelkreis von 6^, und 
der innere eine Meridiancurve von a^ ist. 

Analog wie vorhin werden wir nun offenbar bei einem belid)ig 
gegebenem Räume zu folgendem Satz gelangen. 

Sind innerJmlb irgend eines Baumes 9i die Werthe von 0— . 0-. -0- 

^ ox^ oy^ dz 

gegeben ais stetige Functionen von x, y, z, und denkt man sich diejenigen 
Querschnitte construirt, durch welchen 9i in einen einfach msammen- 
hängenden Baum übergeht, so wird sich die Function <t> in soldier Weise 
festsetzen lassen, dass sie im Baume 91, mit AusnaJime jener Querschnitte, 
überall eindeutig und stetig ist, in jedem solclien Querschnitt q aber 
mit einer Differenz Og — Oj = x behaftet ist, welche an allen Stellen 
von q einerlei Werth hat. 

Auch wird dieser Werth x bei irgend welcher Deformation der 
Fläche q ungeändert bleiben. Denn man kann ja eine solche Defor- 
mation stets der Art ausführen, dass man zuerst nur einen Theil der 
Fläche q deformirt; und sodann die Deformation des andern Theiles 
folgen lässt. Demgemäss ist also hinzuzufügen, 

dass die im Querschnitt q vorhandene Differenz x für alle Stellen 
und aUe Deformationen dieses Querschnittes ein und denselben Werth 
hat, — kurz, dass sie unabhängig ist von x, y, z. 
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Beiläufige Bemerkung. — Man konnte einen Raum fR^ der durch 
n Querschnitte in. einen einfach isusammenhängenden Raum verwandelbar 
ist, als (« + \)fach zusammenhängenden bezeichnen. Doch würde hiezu 
(abgesehen davon, dass derartige Distinctionen für unsere Zwecke un- 
nöthig sind) zuvorderst eine genauere Festsetzung über den Begriff des 
Querschnittes erforderlich sein. 

§7. 

Die eharakteriBtiBChen Eigenschaften des Gesohwindigkeitspotentials 
für den Fall eines einfach znsammenliängenden Baumes. 

Die Anwendung der soeben gefundenen Sätze auf das Geschwindig- 
keitspotential ist keinem Bedenken unterworfen, falls wir nur fest- 
halten an der schon gemachten Voraussetzung, dass die Geschwindig- 
keitscomponenten der Flüssigkeit u^ v, w d. i. die Ableitungen jenes 
Potentials nach Xy y, js durchweg stetig sein sollen, [vgl. (I. a) p. 19]. 

Ist also 0. JB. der von der Flüssigkeit occupirte Baum SR ein ein- 
fach zusammenhängender^ so wird -das Geschtvindigkeitspotential im 
Ganzen folgende EigenscJiaflen hohen: 
(I.) selber ist im Baume 91 überall stetig; 

(I. a) ö-, ^, o— sittd gleichfalls in 9t überall stetig; 

(I. b) A0 ist in ^ überall = 0; 

(I, c) an der Oberfläche von 91 hat ^^ die vorgeschriebenen Werthe: 

In der That ergeben sich all' diese Eigenschaften in unmittelbarer 
Weise theils aus dem Satz'e p. 22, theils aus den Formeln p. 19. 

Wir fügen hinzu: Durch die eben genannten Eigenschaften (I.), 
(I. a^ b, c) ist das GeschwindigkeitspotenticU 

(1.) 4, 

vöUig bestimmt bis auf ein additives nur noch von der Zeit abhängen- 
des Glied. 

Beweis, — Sind nämlich und Y irgend zwei den Bedingungen (I.), 
(L a, b, c) entsprechende Functionen, und setzt man 

(«.) _ V = Q, 

80 sind in Folge jener Bedingungen 
(ß.) Q stetig im Baume 91, 

(y.) p"» T5~' ^ ebenfalls stetig im Räume 9i, 
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(9.) A$2 » im Räume 91, 

(«•) öxi = ftö der Oberfläche von 91. 

Ana (ß.\ (y.), {d.) aber ergiebt sich mittelst eines bekannten Green^scben 
Satzes die Formel; 

«■> fk m + iw + ©*] "«""" -//. <"' 

die Integrationen links und rechts ausgedehnt über alle Volumelemente 
dxdydz resp. über alle Oberflächenelemente da des Raumes 91. Aus (S) 
folgt nun weiter mit Rücksicht auf (£.) 

« ///,[©' + ©• + ©■]"«''»■"- 0. 

mitbin: 

(*•) ä^ = ö^ ä^ = Ö' ä7 = ^- 

Folglich hat Ö, d. i. O — V einen voja x, y, z unabhängigen Werth, und 
kann also nur noch eine Function der Zeit sein. Q. e. d. 

Aus diesem Satze (1.) folgt nun weiter, ddss die Geschtmndigkeits- 
Componenten der Flüssigkeit: 

durch die Bedingungen (I.), (I. a, b, c) vollständig besHmmt sind. Denn 
jenes unbekannte nur noch von der Zeit abhängende additive Glied 
im Werthe ven <t> verschwindet bei Bildung der Ableitungen nach 

Blickt man von Neuem zurück auf jejie Bedingungen (L), (I. a, 
b, c), so bemerkt man, dass dieselben wesentlich abhängen von der ge- 
gd)enen Bewegung der Membranen, nämlich behaftet sind mit den diese 
Bewegung repräsentirenden Functionen a ^^ a {t), /3 = /3 (^), . . . . Oder 
genauer ausgedrückt: Jene Bedingungen sind behaftet einerseits mit 
den augenblicklichen Werthen der a, /J, ... selber, insofern als durch 
diese die augenblickliche Lage und Gestalt des Baumes 91, wie auch 
die augenblicklichen Werthe der in (I. c) vorhandenen Functionen 
A, B, ... [vgl. (6.) p. 8] sich bestimmen; und andrerseits sind sie 
behaftet mit den augenblicklichen Werthen der Differentialquotienten 

■jTy -^y . . ., welche direct in (I. c) sich vorfinden. 

Gleichzeitig bemerkt man, dass die Bedingungen (L), (L a, b, c) 
durchaus unabhängig sind vom Anfangszustand der Flüssigkeit. 
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Diese den Anfangszustand gan0 ignorirenden Bedingungen sind aber 
trotzdem, wie aus Satz (2.) ersichtlich, zur Bestimmung der Bewegung 
der Flüssigkeit, nämlich zur Bestimmung ihrer Geschwindigkeits- 
Componenten u, v, w, bereits völlig ausreichend. Wir können somit 
sagen: 

Ist der von der Flüssigkeit eingenommene Baum ein einfach zu- 
sammenhängender ^ und ist die Bewegung der Membranen mittelst der 
Functionen 

(3.) «=:a(0, ß = ß(t),..., 

in bestimmter Weise gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der 
Flüssigkeit, auch ohne Kenntniss ihres Anfangszustandes, bereits 
vollständig bestimmt sein. 

Die Bewegung der Flüssigkeit ist mithin unabhängig von ihrem 
Anfangszustiuid. Als Grund dieses sonderbaren Resultates kann man 
etwa anführen, dass durch die gegebene Bewegung der Membranen 
jener Anfangszustand der Flüssigkeit schon mitbestimmt ist, wie solches 
sich sofort ergiebt, falls man nur den Satz (3.) in Anwendung bringt 
auf die Zeit f^ des Anfangszustandes. 

Da übrigens die Bedingungen (I.), (I. a, b, c), wie schon bemerkt, 

nur die a, ß, ... selber und deren erste Differentialquotienten -rr , 

^, . . . enthalten, so können wir den ^atz (3.) etwas genauer auch so 

ausdrücken: 

Ist der von der Flüssigkeit eingenommene Baum einfach zusammen- 
hängend, und sifnd für irgend einen ÄugenblicJc t die Werthe von 

(4.) «, /J; ... und -^, -vj. 


• . • . 


dt' dt 

gegeben, so unrd hierdurch die Bewegung der Flüssigkeit für diesen 
Augenblick t bereits vollständig bestimmt sein. 

Wir betrachten beispielsweise den Fall, dass die Membranen un- 

beweglich, mithin -^, -^, ... Null sind. Alsdann verschwindet die 

rechte Seite der Formel (I. c); so dass also in diesem Falle den Be- 
dingungen (L), (I, a, b, c) genügt wird durch 

= Ä (0, 
wo h (t) eine unbestimmte Function der Zeit vorstellt. Hieraus folgt 

mittelst der Relationen t««=-o-,v™-5-, ^^ = -5-"» sofort 

dx^ dy^ ot^ 

ti = 0, t; — 0, «; = 0. 
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Auch erkennt man aus den Sätzen (1.), (2.), dass diese Werthe von 
0, Uy V, w uothwendiger Weise die richtigen sind; denn neben diesen 
Werthen können, zufolge jener Sätze ^ keine andern existiren, welche 
den gestellten Bedingungen (I.), (I. a, b, c) ebenfalls Genüge leisteten. 

Ist also der von der Flüssigkeit eingenomtnene Bcmm einfach zu- 
sammenhängend, und sind die diesen Baum begrenzenden Membranen 
(5.) in Ruhe, 

so wird sich die Flüssigkeit selber nothwendiger Weise ebenfalls in Ruhe 
befinden. 

Sind z. B. die Membranen in einer continuirlich fortschreitenden, 
aber ab und zu erlöschenden Bewegung begriffen, der Art, dass z. B. im 
Augenblick t^ ein RiiJiezustand der Membranen eintritt, ebenso etwa später 
im Augenblick ^, ebenso später im Augenblick ^3, u. s. w., so wird 
in jedem solchen Augenblick auch die Flüssigkeit in Rulie sein. 

Es wird mithin die lebendige Kraft der Flüssigkeit in jedem solchen 
Augenblicke immer wieder zu detnselben Werth (nämlich zum Werthe 
Nuil) zurückkehren. 

Man könnte vielleicht vermuthen, dass einigermassen Analoges 
auch gelten werde für den Fall eines nicht einfach zusammenhängenden 
Raumes, dass etwa die lebendige Kraft der Flüssigkeit auch in diesem 
Fall in den Augenblicken fj, t^, ^3, etc. stets von Neuem zu ein- und 
demselben Werth (wenn auch nicht gerade zum Werthe Null) zurück- 
kehren werde. Diese nicht unwichtige Frage soll später (in § 9) 
weiter behandelt werden. 

Bemerkang. — Nach unserer (p. 15) ein für alle Mal gemachten Vor- 
aussetzung soll der Anfangszustand der betrachteten Flüssigkeit tcirbel- 
frei sein. Und Gleiches gilt in Folge dessen, wie früher bewiesen wurde 
(p. 15) auch für aUe späJteren Zustände der Flüssigkeit. 

Jene Voraussetzung ist selbstverständlich bei den Sätzen dieses § 
stets im Auge zu behalten. Mit grösserer Ausführlichkeit würden daher 
z. B. die Sätze (4.)i (5.) so auszusprechen sein. 

Ist der von der Flüssigkeit occupirte und von den gegebenenen Mem- 
branen begrenzte liaum einfach zusammerihcingend, und sind für irgend 
einen Augenblick die Lagen und Geschwindigkeiten jener Membranen 
gegeben j so wird hiedurcJi der augenblickliche Betcegutigsgustand der 
Flüssigkeit, falls er wirbelfrei sein soll, bereits vollständig und eindeutig 
bestimmt sein. Sind insbesondere die Geschwindigkeiten der Membranen 
Null, 60 ist dieser eindeutig bestimmte ßewegungszustand der Flüssigkeit 
nichts Anderes als der Zustand der Rühe. Mit andern Worten: 

Ist die Flüssigkeit von festen Wänden eingeschlossen, und der von 
ihr eingenommene Raum ein einfach zusammenhängender, so wird die 
Flüssigkeit, fcdls sie tvirbelfrei bleiben soll, garkeiner Bewegung fähig, 
mithin zu' beständiger Ruhe verurtheüt sein. 
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§8. 

Die oharakteristiBOlien Eigensohaften des Gesohwindigkeitspotentials 

für den Fall eines mehrfach «usammenhängenden Raumes. 

Von welcher Beschaffenheit der von der Flüssigkeit -occupirte 
Raum 9t auch sein mag^ stets wird sich derselbe durch irgend welche 
Querschnitte g, g', g", . , . in einen einfach misammenhängenden Raum 
verwandeln lassen, und das Geschwindigkeitspotential wird alsdann^ 
weil seine Ableitungen nach x, y, in ^ überall stetig sein sollen 
[vgl. (I. a) p. 19], im Räume SR, mit Ausnahme der Querschnitte q, q, 
q y . . . , überall stetig, in jenen Querschnitten aber mit irgend welchen 
Werthdifferenzen x, x', % ^ . . . behaftet seiu, die unabhängig von rr, y, 
Zy also nur noch Functionen der Zeit sind. Dies ergiebt sich unmittel- 
bar aus den Sätzen p. 24. 

Sind nun, was z. B. den Querschnitt q betrifft, 0^, Fj, jp^ und 
02? y^y P2 ^^ Werthe der Functionen 0> F, p zu beiden Seiten dieser 
Fläche g, so muss nach (IIL a) p. 19 auf der einen Seite von q die 
Gleichung stattfinden: 

^+i[(ii);+(^)'+(^)']+n+t-^('). 

und auf der andern die analoge Gleichung: 

^ + i mr + (t)* + m'] + ^. + 1 - ^ ('). 

Subtrahirt man aber diese beiden Gleichungen von einander, und be- 
achtet dabei, dass F im Räume 9t allenthalben stetig ist, dass ferner 

Gleiches nach (I. a), (IIL b) p. 19 auch von 0-, j-, -^ und p gilt, und 

dass folglich die Relationen stattfinden: 

^1 = ^2» Pl=P2 

dx dx ' dy dy ^ dz dz ' 

so erhält man: 

dt" ~^'y 

also, weil die dem Querschnitt q zugehörige Differenz <t>^ — 0| mit k 
bes^eichnet worden ist, 

dt ^• 
Folglich ist dieses x nicht nur von x, y^ z, sondern auch von t unab- 
hängig, mithin constant Gleiches gilt offenbar von x', x\ .... Diese 


d_ 

dt 
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Grössen x^ x , %\ . . . werden also zur Zeit t genau dieselben Wertlie 
haben wie z. B. zur Zeit des Anfangszustandes, also zu bezeichnen 
sein als gewisse, jenem Anfangszustand eigenthümliche Constanten. 

Das Geschmndigkeitspotential "besitzt also, falls der von der 
Flüssigkeit occupirte Baum SR durch irgend welche Querschnitte g, q, 

q y in einen einfach zusammenhängenden Baum verwandelt gedacht 

wirdy im ganzen folgende Eigenschaften: 

(I.) selber ist im Baume SR, mit Ausnahme der Querschnitte q, 
Qi 4\ • • •> yiherall stetig, in diesen QuerscJmitten aber mit con- 
stanten Differenzen x, x', x", . . . behaftet, deren Werthe sich be- 
stimmen durch den gegebenen Anfangszustand der Flüssigkeit; 

a' a) -ö-» ^-» o- sind im Baume SR ohne Ausnahme überall stetig; 

(Lb.) t^^ ist im Baum SR überall = 0; 

(L c) an der Oberfläche des Baumes SR besitzt der Differentialquotient 
von nach der Normale die vorgeschriebenen Werthe: 

wie sich solches sofort ergiebt mit Rücksicht auf die früher auf- 
gestellten Formeln (p. 19). 

Wir können hinzufügen : Durch diese Bedingungen (L), (I. a, b, c) 
ist das Geschwindigkeitspotential 

(1.) 

vollständig bestimmt bis a\if ein additives, nur noch von der Zeit ab- 
hängendes Glied. 

Beioeis. — Es seion <t> and Y irgend ewei den Bedingungen (I.), 
(I. a, b, c) entsprechende Functionen, und es werde gesetzt: 

(«.) - V = ß. 

Sind nun 0i , V» , ö^ und O, , V, , Öj die Werthe der Functionen 0, V, Ö 
zu beiden Seiten des Querschnitts g, so ist nach (I.) 

<l>a — ^1 = «; 

Y,-Y,-x, 

mithin 

Qg — Qi = 0. 

D. h. Q hat zu beiden Seiten der Fläche q einerlei Werth. Gleiches 
gilt offenbar für q, q\ . . . Folglich ist 

(ß.) Q im Räume 91 überaU stetig. 

Ferner sind in Folge der Bedingungen (I. a, b, c) 

(v) -ö-, o-, ö- ebenfalls in 91 überall stetig, 

^'^'^ dx^ dy^ dz 
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(d.) AQ im Baume dt überall — 0, 

(£.) nnd OTT aa 0, an der Oberfläche von 91. 

Ans diesen Eigenschaften (ß.), (y.), (d.), (c.) der Function Q folg^ aber 
sofort [vgl. die analogen Betrachtungen des auf p. 26 geführten Beweises], 
dass Q unabhängig von x, y, z, mitbin nur noch eine Function der Zeit 
ist. Q. e. d. 

Wir können schliesslich den soeben bewiesenen Satz (1.) auch 
so aussprechen: 

Durch die aufgestellten Bedingungen (I.), (I. a, b, c) sind die Ge- 
schwindigJceitscomponenten der Flüssigkeit: 

/o\ ^O d^ d<t> 

(2-) «=ä5' "^d^' "' = T, 

vollständig bestimmt. 

Die Bedingungen (L), (I. a, b^ c) sind, ebenso wie früher, abhängig 
von der gegd>enen Bewegung der Membranen, nämlich behaftet mit den 
diese Bewegung repräsentirenden Functionen a =: a (f), /S = /S {t), . . . 
Denn sowohl der Raum SR wie auch die rechte Seite der Formel (I. c) 

bestimmen sich durch die augenblicklichen Werthe von a, ß, , . . und 

da dB 
von — — ^ 

dt' dt' '" 

Ausserdem aber sind im gegenwärtigen Fall die Bedingungen (I.), 
(I. a, b, c) auch noch abhängig vom Anfangszustande der Flüssigkeit, 
nämlich behaftet mit den diesem Zustand eigenthümlichen Constanten 
X, X, X , .... Auch bemerkt man, dass ausser diesen x, x, x , \ . . 
keinerlei andere vom Anfangszustand abhängende Grössen in jenen 
Bedingungen enthalten sind. Somit gelangt man, auf Grund der Sätze 
(1.), (2.) zu folgendem Resultat: 

Befnki man sich die Bewegung der Membranen mittelst der Func- 
tionen a ^^ a {t), ß = ß (t), . . . gegeben, denkt man sich aber, an 
Stelle des Anfangszustandes der Flüssigkeit, nur die durdi diesen Anfa^ngs- 
Bustand charakterisirten Constanten 

gegeben, so tvird hierdurch die Bewegung der Flüssigkeit bereits voll- 
ständig bestimmt sein, 

Bemerkung. — Mag der Raum 91 nun einfach oder mehrfach zu- 
sammenhängend sein, im einen wie im anderen Fall ergeben sich, wie 
in diesem und dem vorhergehenden § gezeigt ist^ fQr 0, u, v, w Werthe 
von der Form: 


dl 
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(4.) <t> ~9 {x,y,z,t) + h(t\ 

(5-) «* = sfi(aJ, y, ^, 0, 

(6-) '0=92 (^; y, ^; 0? 

(7.) w? = ^3 {^7 y> ^1 ^)y 

w^ 9y 9iy 9i9 9z wollig Jes^mwfe Functionen vorstellen, h hingegen eine 
unbestimmte Function bezeichnet. Substituirt man den Werth (4.) der 
Function <t> in die Formel (III. a) p. 19: 

so erhält man för p einen Ausdruck von der Form 

(8.) P = 9p (^, y, ^, + hi^)? 

wo gp wieder eine völlig bestimmte Function vorstellt, während 

eine ganz imbestimmte Function ist. 

Dass im Werthe von p ein solches unbestimmtes Glied hp(t) sich 
einstellt^ darf nicht befremden, war vielmehr auf Grund unserer früheren 
Betrachtungen (p. 20, oben) von vornherein zu erwarten. 

Zweite Bemerkimg. — Uebrigens ist dieses unbestimmte Glied 
hp{t) ohne Einfluss auf den Werth der zu berechnenden Arbeiten: 

dL = L^da + L^dß -f- • • • . 
dL *= Xjda -f" ^2*/^ "i" • • • • 
Denn das Lj z. B. drückt sich aus durch die Formel: 

^^-fSfuP^^'^ [Tgl. (17.) p. 11.] 

Substituirt man aber hier für p den Werth (8.), so folgt: 

^1 = //« Sfp (^, y, ^, Arf<y + Kif)SS^ Ader, 
wo das siweite Integral [nach (9.) p. 8] verschmndet. Q. e. d, 

§9. 
Einige Betraohttingen von ganz speoiellem Charakter. 

Der Zweck dieser Betrachtungen besteht in der Beantwortung der 
zu Ende des § 7 aufgeworfenen (und für unsere späteren Unter- 
suchungen wichtigen) Frage. 

Die Flüssigkeit sei im Ganzen nur begrenzt von einer einzigen 
Membran 6, und diese habe die Gestalt einer ringförmigen Bütatiüns- 
fläcJie von beliebiger Meridiancuive, Bezeichnet man also die von der 
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Meridiancurve begrenzte ebene Fläche mit q, und ein Element dieser 
Flache mit dq^ femer den senkrechten Abstand des Elementes dq von 
der geometrischen Axe der Rotationsfläche mit r, so hat der von der 
Flüssigkeit occnpirte Raum 9i, oder vielmehr das Volumen dieses 
Raumes den Werth: 

die Integration ausgedehnt über alle Elemente dq jener Fläche q. 

Betrachtet man die Fläche q als einen Querschnitt des Raumes 9t, 
so verwandelt sich derselbe hierdurch in einen einfach fsusammenhwngen- 
den Raum; sodass also der ursprünglich gegebene Raum 9% als zwei- 
fach zusammenhängend zu bezeichnen ist (vgl. die Definition p. 22). 

Denkt man sich nun die Membran a von starrer Form und un- 
heu>eglidi aufgestellt^ und denkt man sich ausserdem den Anfangszustand 
der Flüssigkeit gegeben j so wird hierdurch die Bewegung der Flüssig- 
keit für alle folgenden Zeiten völlig bestimmt sein. Genauer betrachtet, 
ist hierzu die vollständige Eenntniss des Anfangszustandes nicht einmal 
erforderlich, sondern nur die Eenntniss einer gewissen dem Anfangs- 
zustande zugehörigen Constanten, In der That können wir, weil der 
Raum 9i durch einen einzigen. Querschnitt q in einen einfach zusammen- 
hängenden Raum sich verwandelt, auf Grund des Satzes (3.) p. 31 uns 
folgendermassen ausdrücken: 

Befindet sich die Membran 6 fortdauernd in Ruhe, und ist die 
durdi defh Änfangszustand der Flüssigheit charaJcterisirte, dem Querschnitt 
q entsprechende Constante x gegeben, so toird hierdurch die Bewegung 
der Flüssigkeit für alle folgenden Zeiten bereits völlig bestimmt sein. 
Dabei ist hinzuzufügen, dass jene Constante % die Werthdifferenz des 
Geschwindigkeitspotentials <t> in jenem Querschnitt q repräsentirt. 

um die so bestimmte Bewegung wirklich zu berechnen, bedienen 
wir uns der Formeln (L), (I. a, b, c) p. 30, welche im gegenwärtigen 
Fall (wo die Membran 6 starr und unbeweglich sein soll) die Gestalt 
annehmen: 

(I.) selber soll im Räume 91, mit Ausnahme des Querschnitts q 
überall stetig, in diesem Querschnitt aber mit der constanten 
Differenz x behaftet sein; 

(La) ö— , ^, g- sollen stetig sein im Räume 91; 

(I. b) A<t) soll = sein im Räume 91; 

(!• c) ^ soll ~ sein an der Oberfläche von 91. 

Nenmann, Hydrodynamische Unienuchangen. 3 


34 Betrachtangen specieller Natar. 

Führen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen ^erAxe 
' zusammenföllt mit der geometrischen Äxe der Rotationsfläche 0, und 
dessen a;^Ebene den Querschnitt q enthält^ und bezeichnen wir das 
Aßimuth, unter welchem die durch den variablen Punct x^ y, z gelegte 
Meridianebene gegen jene or^sf Ebene geneigt ist; mit ^, so wird den 
Bedingungen (I. a, b, c) entsprochen durch die Formel: 

(a.) CD = ^ + B^, 

wo A^ B beliebige Functionen der Zeit sein können. In der That 
folgt aus («.): 

ao _ B sip » By a»0 _ , 2By x 

dx r r* ^ dx* ' r* r ' 

,^ . ^4. B C08^ ^Bx d^ _ _ 2Bx y 

dz ^' dz'' ' 


wo r <= yx^ + y^ ^öö senkrechten Abstand des Punctes x, y, & von 
der ;s?Axe bezeichnet. Hieraus folgt weiter: 

fy.) Ad) = 0. 

Ferner hat <t>, zufolge («.), in allen Puncten derselben Meridianebene 
einerlei Werth; und es ist also auf der Fläche ö: 

Die Formeln (ß.\ (y.), (8.) zeigen aber, dass den Bedingungen (I. a, b, c) 
wirklich genügt wird. 

Setzt man nun ferner fest; das Azimuth d" solle nur von bis 
2ä gezählt werden, so wird die durch die Formel (a.) repräsentirte 
Function <t> im Räume 91, mit Ausnahme des in der o^je^Ebene gelegenen 
Querschnittes g, überall eindeutig und stetig, in diesem Querschnitt q 
aber mit der Werthdifferenz 27cB behaftet sein. Diese Werthdifferenz 
soll aber nach (I.) den gegebenen constanten Werth x besitzen. So- 
mit folgt: 

2jcB = X, mithin S = t— , 
und also nach (a.) 

wo das Ä nach wie vor eine unbestimmte Function der Zeit vorstellt. 
Bezeichnet man diese Function etwa mit h(t\ so ist also: 
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Zugleich erkennt man aus dem Satze (1.) p. 30, dass dieser Werth von 
nothwendig der richtige ist. Denn neben diesem Werthe kann, zu- 
folge jenes Satzes, kein anderer existiren, welcher ebenfalls den ge- 
stellten Anforderungen Genüge leistet. Die gesuchte Bewegung der 
FUissiglceit ist also dargestellt durch die Formeln: 

« y 

w = 0. 

Hieraus folgt, dass die GeschmndigJceit V der Flüssigkeit im Puncto 
a:, y, den Werth hat: 

(1,0 F=>/m«+i;«+«;» = ^^, 

dass sie also umgekehrt proportional ist mit dem Abstände des Punctes 
Xj y, von der geometrischen Axe der Fläche <r, und dass sie senk- 
recht steht gegen die durch den Punct x, y, gelegte Meridianebene. 
Hieraus ergiebt sich unmittelbar die lebendige Kraß T der Flüssigkeit : 

oder, falls man die Integration nach %• ausfahrt: 

(*■) ■'-'■f. 10' 

WO alsdann gegenwärtig noch zu integriren ist über die Elemente dq 
des Querschnittes g. 

Die gefundenen Formeln (g.), (ij.), (-d-.) zeigen, dass m, v, w;, F, T 
unabhängig von der Zeit sind, dass also die Bewegung der Flüssigkeit 
zu allen Zeiten dieselbe bleibt, wie zar Zeit des Anfangszustandes, was 
übrigens von Yomherein zu erwarten stand. 

Weitere Betrachtung. — Die die Flüssigkeit umschliessende Mem- 
bran 6 mag nun in irgend welche Bewegtmg (d. i. in irgend welche 
Lagen- imd Form- Veränderung) versetzt werden, jedoch der Art, dass 
sie beständig die Gestalt einer ringförmigen Rotationsfläche, und auch 
beständig dasselbe Volumen des Innenraumes bewahrt; sodass also z. B. 
das in (f.) p. 33 genannte Integral 

fortdauernd denselben Werth behält 

Denken wir uns nun diese Bewegung der Membran 6 in conti- 
nuirlicher Weise fortschreitend und dabei ab und zu erlöschend, sodass 
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in gewissen, von einander getrennten Zeitaugenblicken t^^ t^, ^, . . . 
jedesmal ein Buheaustand der Membranen eintritt, — so wird die 
lebendige Kraft T der Flüssigkeit in jedem solchen Zeitaugenblick sich 
bestimmen mittelst der in («9'.) angegebenen Formel: 

WO 9 die constante Dichtigkeit der Flüssigkeit, und x ebenfalls eine 
Constante ist. 

Obwohl nun aber das Integral (A.) in den Augenblicken t^, t^, 
t^, ... stets denselben Werth hat, so kann trotzdem offenbar das Inte- 
gral (jB.) in diesen Augenblicken sehr verschiedene Werthe besitzen. 
Wir können dieses Resultat, welches ein negatives ist, sofort verall- 
gemeinern, indem wir uns so ausdrücken: 

Ist der Anfangsmstand der von irgend weldien Membranen 0q, 6^ 
62 y (^3, ... begrenzten Flüssiglceit in beliebiger Weise (aber selbstverständ- 
lich als ein wirbelfreier) gegeben, und denkt man sich jene Membranen 
in einer continuirlich fortschreitenden, dabei aber ab und zu erlöschen- 
den Bewegung begriffen, sodass also in irgend welchen von einander ge- 
trennten Zeitiiugenblicken t^, t^, t^, ... jedesmal ein Ruhezustand der 
Membranen eintritt, so wird die lebendige Kraß der Flüssiglceit im All- 
gemeinen in jenen Augenblicken t^, t^, ^3, . . . nicht einerlei Werth, sondern 
verschiedene Werthe haben. 

Hiermit ist die zu Ende des vorhergehenden §, auf p. 28, auf- 
geworfene Frage beantwortet. 

Anders gestalten sich übrigens die Dinge für den speciellen Fall, dass 
die Flüssigkeit m Anfang sich in Ruhe befindet. Alsdann nämlich sind 
die durch diesen Anfangszustand charakterisirten Constanten x, x, % , . . . 
sämmtlich = 0. Und hieraus folgt sofort, dass die Flüssigkeit in den 
Augenblicken t^, t^, ^, ... jedesmal in Ruhe, mithin ihre lebendige Kraft 
in diesen Augenblicken jedesmal == ist 

§ 10. 
Das Frinoip der lebendigen Kraft. 
Multiplicirt man die drei hydrodynamischen Differentialgleichungen 


. (A.) p. 13: 

u. - - >" U"" + 7) 

etc. etc. 


♦»d 
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der Reihe nach mit -^, -^, ^, und addirt, so folgt: 

^ dt [\dt/ ^[dtJ ^\dt/ J ^\dx dt^ ] it^dxdt^ r 

Sommirt man diese Formel über alle Theilchen m der betrachteten 

Flüssigkeit^ so erhält man: 

,. X dT dW _ ^ !l^(dpäxt \ 

^^-^ dt ~ dt ^ q \dx d« "• /' 

wo T und W die Werthe haben: 

(3.) W-=2^mV, 

und wo also T und W die lebendige Kraft der Flüssigkeit und das auf 
sie ausgeübte Gesammtpotential vorstellen.' (Vgl. p. 12). 

Wir können nun die Formel (1.), indem wir m = gdxdydis setzen, 
auch so schreiben: 

^^= --///. 0! •+ If "+ If ") ''^'^^'- 

wo Uy Vy w die Geschwindigkeitscomponenten yorstellen, mithin der 

r\ Q Q 

Gleichung ^ — |- g — 1" 5~ "^ ^ Genüge leisten. Demgemäss können wir 
die Formel auch so darstellen: 

'-^^^ - -///. (^ + ^ + ^) «»^'. 

oder auch so: 

J7 -= — JJ^P (w cos (N, x) + v cos (N, y) + w cos (N, z)) dö, 
oder mit Rücksicht auf (17.) p. 17 auch so: 
(4.) d(T+ TF)=-//^i)(dgcos(N,a;) + rfi2Cos(N,y)+rfgcos(N,^))rf<y, 

oder endlich mit Rücksicht auf (16. a) p. 11 auch so: 

(5.) d{T+W) dL. 

In jedem Zeitelement dt der Bewegung mrd mithin der Werth von 
(jr+ W) um Aensomel abnehmen, als die Arbeit dL beträgt, welche 
toährend dieses Zeitelementes von der FlüssigJceit auf die ihr anliegenden 
Membranen ausgeübt wird. Dabei ist übrigens zu bemerken, dass T 
speciell die lebendige Kraft der FlüssigJceit (exclusive der Membranen) 
vorstellt, und dass ebenso W speciell das auf die FlüssigJceit (exclusive 
der Membranen) ausgeübte Gesammtpotential bezeichnet. Die Mem- 


38 Das Princip der lebendigen Kraft 

branen stehen in unserer Vorstellung der Flüssigkeit als etwas Fremd- 
artiges, Aeusseres gegenüber. Und jene Arbeit dL, welche die Flüssig- 
keit auf die Membranen ausübt^ wird dahe^ zu bezeichnen sein als eine 
von der Flüssigkeit nach Aussen hin abgegebenetis Arbeit. 

Nehmen wir der Einfachheit willen an, es sei F^» 0, mithin auch 
W = 0, Alsdann erhalten wir aas (5.): 

(6.) dT^ — dL, 

oder, wenn wir über einen Zeitraum t^ . . , t^ integriren: 

(7.) T,-T,^-JdL. 

h 

D. h. die lebendige Kraft der Flüssigkeit nimmt innerhalb eines jeden 
Zeitraumes um ebensoviel ab , als die während dieses Zeitraumes von ihr 
nach Ättssen hin eibgegebene Arbeit beträgt. Die^r Satz gilt für den ganzen 
Verlauf der von uns betrachteten Bewegung. Und diese Bewegung ist 
diejenige, welche sich bestimmt einerseits durch einen beliebig gegebenen 
(wirbeilfreien) Anfängszustand der Flüssigkeit und andrerseits durch eine 
beliebige Torgeschriebene Bewegung der sie begrenzenden Membranen. 

Nehmen wir nun an, der von der Flüssigkeit occupirte Raum 91 sei 
einfach zusammenhängend, und jene vorgeschriebene Bewegung der Mem- 
branen sei eine continuirlich fortschreitende, dabei aber ah und zu er- 
löschende, sodass in irgend welchen, von einander getrennten Zeit- 
augenblicken t^, ^2 9 ^8) ^tc. jedesmal ein Biihestand der Membranen 
eintritt. Alsdann wird in diesen Augenblicken t^, t^, t^, . , , die lebendige 
Kraft der Flüssigkeit jedesmal «» sein (Satz p. 28), mithin die linke 
Seite der Gleichung (7.), und folglich auch ihre rechte Seite verschwinden. 
Demgem&se ergiebt sich der Satz: 

Ist der von der Flüssigkeit occupirte Raum einfach zusammen- 
hängend, und F = 0; befinden sich femer die die Flüssigkeit begrenzen- 
den Membranen in irgend welcher stetigen, dabei aber ab und zu er- 
löschenden Bewegung, und tritt demgemäss etwa im Äugenblicke ti , und 
ebenso später im Augenblicke t^ ein Ruhezustand der Membranen ein; 
so wird die während des Zeitraumes t^ , , , . t^ von der Flüssigkeit nach 
Aussen hin abgegebene Arbeit stets =* sein. 

Ist der von der Flüssigkeit occupirte Raum nicht einfach zusammen- 
hängend, so ist dieser Satz (zufolge der Ergebnisse p. 86) im Allgemeinen 
nichi mehr richtig. Allerdings wird er aueh in diesem Falle noch gelten^ 
wenn man voraussetzt, die Flüssigkeit habe sich zu Anfang in Muhe 
befunden. 

§ 11. 
Der analytiBohe Ausdruck des Gtesohwindigkeitspotentials. 

Sind die Functionen a =^ a(t)j ß = ß (0? • • • gegeben, und sind 
femer die durch den Anfangszustand der Flüssigkeit charakterisirten 
Constanten x, Xy x\ .... ebenfalls gegeben^ so hat das Geschwindig- 
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keitspotential =: <t> (x, y, js, t) im Ganzen folgenden Bedingungen zu 
entsprechen: 

'<t> selber soll in den Querschnitten q, q\ q\ .... mit den ge- 
gebenen Constanten Differenzen x, x', x", . . . behaftet, sonst 
aber im Baume 91 stetig sein; 

/ \ J Q— ; -^-) Q sollen im Räume 91 überall stetig, und A<t) da- 
selbst überall := sein; 
g— soll = A ^ -|- B ^ -|- • • • • sein, an der Oberfläche des 

Raumes 9t. 

Und durch diese Bedingungen ist zugleich das Geschwindigkeitspotential 
vollständig bestimmt, bis auf ein additives, nur noch von der Zeit 
abhängendes Glied. — Dies sind die früher (p. 30) erhaltenen Er- 
gebnisse. 

Um nun dieses <t> wirklich zu berechnen, kann man folgenden 
Ansatz machen: 

(A.) (,>==<„„+(,>, li + o^^^f 4-*,^;^ + *,^ + .... 

In der That wird dieser Ausdruck den gestellten Anforderungen enir 
sprechen, sobald man die <t>o, 4>i, <t>2, ^a» ^4, ... als Functionen von 
X, y, z, t betrachtet, die folgenden Bedingungen genügen sollen: 

<t>Q soll in den Querschnitten g, q\ q\ . . , mit den gegebenen 
Constanten Werthdifferenzen x, x', x", ... behaftet,, hievon ab- 
gesehen aber im Räume 9i stetig sein, 

W ' T^' 'df ^^^ ^^^ ^^0 = 0, im Räume 91, 
-OTT = 0, an der Oberfläche von 91. 


(Bo.) 


Femer was <&! betrifft: 

<t>i stetig im Räume '9t, 

-g-^, -g-^, -^ stetig und AO^ = 0, im Räume 91, 


(Bx.) 


-^ = A, an der Oberfläche von 9t. 


Sodann, was <t>2 betrifft: 

<t>2 stetig im Räume 91, 


(B,.) 


-ö-*j -Q-*> -^ stetig und AO^, = 0, im Räume 91, 

^-^ = B, an der Oberfläche von 91. 

U. B. w. U. s. w. 
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Dass derartige Functionen 0^, O^^ <t>2 9 ••• mrklich existiren^ geht 
daraus hervor, dass jede dieser Functionen .eine bestimmte physikalische 
Bedeutung hat. In der That repräsentiren dieselben der Hauptsache 
nach gewisse Geschwindigkeitspotentiale; welche eintreten tvürdcn, falls 
man den gegebenen Anfangszustand der Flüssigkeit und die gegebene 
Bewegung der Membranen^ d. i. die Gonstanten x, x, %\ . . . und die 
Functionen a (^), /J (^), ... in geeigneter Weise abändern wollte. 

So z. B. wird unser den Bedingungen (er.) p. 39 entsprechendes 
Geschwindigkeitspotential <t> in 0o übergehen, wenn man x, x', x", . . . 
ungeändert lässt, hingegen die Functionen a {t\ ß {t)y ... in Constanten 
verwandelt. 

da 

Ferner wird jenes <t> m<t>^-Tr übergehen, wenn man x, x', x", . . . alle 

= setzt, a (t) ungeändert lässt, hingegen ß{t), y (t)^ ... in Con- 
stanten verwandelt. 

ü. s. w. ü. s. w. 

Auch ergiebt sich aus dem zu Anfang dieses § ausgesprochenen 
Satze, dass die Function <t>Q durch die Bedingungen (B^.), ebenso 0^ 
durch (Bi.), 0j durch (Bg.), u. s. w. vollständig bestimmt sind, jedes- 
mal abgesehen von einem additiven nur noch von der Zeit abhängen- 
den Gliede. Diese additiven Glieder sind für unsere Theorie völlig in- 
different, und mögen daher künftig ganz fortgelassen werden. 

Eigenschaften der Fimctionen 0^, O^, O^? etc. — Jede solche 
Function <t>y ist abhängig von x, y, e, t: 

<t>j = <t>j {x, y, ß, t), 3 = 0, 1, 2, 3, . . . 

wobei indessen das Auftreten des Argumentes t sich etwas genauer 
angeben lässi Die die Functionen 0/ völlig bestimmenden Bedingungen 
(B^.) zeigen, dass diese Functionen in einem gegebenen Zeitaugen- 
blick t nur abhängig sind von der augenblicklichen Gestalt des Baumes 
91, und der augenblicklichen Beschaffenheii^ der Functionen A, B, .... 
Mit andern Worten: Sie zeigen, dass die <t>/ in einem gegebenen Zeit- 
augenblick t völlig bestimmt sein werden, falls man nur bekannt ist 
mit den augenblicklichen Werthen der Parameter a, /3, «... (Denn 
die Gestalt des Raumes 91 und die Beschaffenheit der Functionen 
A, B, ... hängt lediglich ab von den Werthen dieser Parameter). 
Demgemäss ist zu schreiben: 
(C.) <t>; «= 0,. (rc, y, z, «, A . . .), i = 0, 1, 2, 3, . . .; 

und die Zeit t ist also in diesem Ausdruck nur insofern enthalten, als sie 
Argument der a, ß, . , . ist 

Die Functionen <t>j sind im Baume 91 überall stetig, mit Ausnahme 


Analytischer Ansdrnck des Geschwindigkeitspotentials. 41 

» 

von <t>Q, welches in den Querschnitten g, ([^ q\ . . . mit den constanten 
Werthdiflferenzen «, x\ x", . . , behaftet ist. Aus der Constang dieser 
Differenzen aber ergiebt sich, dass wenigstens die Ableitungen 

(D.) ^*» ^*» 


• • • 


da' dß ' 

und ebenso auch die Ableitung nach der Zeit 

rv ^ ^ _ aOp da . aop dp , 

^^•'' ae ~ a« dt'^ dß dt "^ 

im Räume 9i überall stetig sind. Um Weiteres über die 0/ hinzu- 
zufügen, erscheint es zweckmässig, zunächst an einige Green'sche Sätze 
zu erinnern. 

Sind F und G Functionen von x^ y, jer, die innerhalb eines beliebig 
gegebenen Baumes 91 den Bedingungen entsprechen: 
■j-1 BF dF dF , j. Tjf ^ 

^"■^ r, dG dG dG ,^. .^ rt 

^' dE> w ä7 "^*^' ^öf = 0, 

und 66^5^ man zw Abkürzung 

^'^ dx dx "r" gy "äy "r a;? a^j " ^^' ^^' 

so gilt die Formel: 

(''•) SIL (^' ^) '^^'^y'^^ -fL ^al ^*' 

miWn auo/i die parallel stehende Formel: 

und folglich auch die aus diesen beiden durch Subtraction sich ergebende 
Formel: 

In all diesen Formeln sind die Integrationen links und rechts ausgedehnt 
zu denken über alle Volumelemente dxdydz resp. über aUe Oberflächen' 
demente da des Baumes 91. Dabei bezeichnet N die auf de errichtete, 
dem Baume ffi abgewendete Normale. 
Beweis, Nach (ß.) ist: 

^ ' ^ ex dx *~ dy dy '^ dz dz ' 
als.o mit Rücksicht anf die in (a) gemachte VoraussetziiDg A(r *» 0: 

«»)-Ä(^ll) + 8-,('||) + ^('^> 

Hieraus folgt mit abermaliger Rücksicht aaf die Voraussetzungen (a.): 

///« (^» <^) ^^^y^' -SL F (H ^°' (N. ^) + 17 ««« (N, y) 

+ Yi «08 (N, «)j da, 
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d. i. 

SIL (F' «) '^'^^y^' -SL^w ^'- 

Hiermit aber ist die Formel (y.)y mithin auch (y'.) und {ß.) bewiesen. 

yerallgememmag. — Von besonderer Wichtigkeit ist, dass die Formel 
(y.) unter Umst&nden auch noch richtig bleibt, wenn daselbst die stetige 
Function G durch eine unstetige Function ü ersetzt wird. Es gilt näm- 
lich folgender Satz: 

Sind F und U Functionen von x, y, z, die im Baume ffi den Be- 
dingungen entsprechen: 

„ dF dF dF ,,. .j. ^ 

^u du du ^^. . ,, ^ 

-dx> dy> -dJ '''''^> A?/=0, 

so wird, einerlei, ob U selber in 91 stetig oder unstetig ist, stets 
die Formeil stattfinden: 

«•) SIL (^' U) dxdyd. =^ff^ F l^ da. 

Beweis, — Ebenso wie vorhin, findet man: 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf die in (e.) gemachten Voraus- 
Setzungen: 

///« (^; U) dxdydz =ff^ F (1^^ cos (N, x) + |f cos (N,y) 

O TT \ 

+ 8« «08 (N, e)) da, 

Die in (a.) an 2^, 6r gestellten Anforderungen werden z. B. erfüllt 
durch die Functionen <&!, 0j, <t>3, <t)4, . . . ., nicht durch <t)Q, wohl aber 

durch -K-^j ~^j -^y ....; wie solches aus (Bq.), (Bj.)> (ßjO» ^^c. so- 
fort sich ergiebt. Man kann somit die Formel (d.) z. B. anwenden auf 

i^ = ^ und G = <t)^, = 1, 2, 3, 4, . . .); 
und erhält alsdann: 

Nach (BoO ist aber -~ = 0, mithin -^ J^ ebenfalls = 0. Somit folgt: 

• /»/» d<t>n 30' 

jJ*Ww'^^ = Ö' i=l,2,3,... 
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Die beiden lezten Zeilen sind indessen mit einem (nicht leicht entdeck- 
baren) Fehler behaftet. Dieser besteht darin, dass aus der Formel 

— -^ = noch keineswegs gefolgert werden darf, dass ö-jq ( -^ ) eben- 
falls = sein müsse. 

In der That wird die Formel 

in mehr ausführlicher Weise geschrieben, folgendermassen lauten: 

ex * oy » dz ' 

falls man nämlich die Richtungscosinus der Normale N zur augenblick- 
lichen Abkürzung mit ü, F, W bezeichnet. Diese Formel ist nun offen- 
bar gültig fü» jedweden Oberflächenpunct des Raumes fÜ, und ebenso 
auch gültig für beliebige Werthe der Parameter «, (J, y, .... Sie kann 
somit also z. B. nach a differenzirt werden. Alsdann aber ergibt sich 

oder was dasselbe ist: 

äN \dä/ "^ L^^ ^« "T" ay aof "^ dz aaj "" ' 
wo der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck im Allgemeinen 
keineswegs verschwindet. Q. e. d. 

Jedenfalls sind die in (s,) an F, U gestellten Anforderungen 
erfüllt, wenn man setzt: 

-f'-*^, 0*=1;2, 3, ...), und U=<t>07 

wie sich solches aus (Bq.), (B^.), (Bg.), etc. ^sofort ergiebt. Somit 
folgt aus (^.): 

///« (*^>' ^^o) dxdydz ^ff^ 0, 1^ diJ, wo j = 1, 2, 3, . . . , 
oder weil, nach (B^.), -^ = ist: 

<<^-) Sff^(.'^J,^o)'ä^äydg^O, wo; -1,2, 3,... 

Ferner sind jene in (e.) an JF*, 17 gestellten Anforderungen offen- 
bar auch danp erfallt, wenn man setzt: 

F==^ und U=<i>o. 
Somit folgt aus (g.): 
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Hieraus aber ergiebt sich, weil nach (By.) das -^ == ist, die erste 
Formel des folgenden Systems: 

ffL(!^'^o)dxdydz = 0, 

etc. etc. 

dessen übrige Formeln sich in. analoger Weise herleiten lassen. Von 
diesen Formelsystemen (G.) und (H.) wird weiterhin Gebrauch zu 
machen sein. 

§. 12. 
Der analytische Ausdruck für die lebendige Kraft der Flüssigkeit. 
Die lebendige Kraft der Flüssigkeit: 

(1.) 2' = 1 ^ »» («* + «* + «'*) = ! ///„ K + «* + «**) d'cdyde 

lässt sich, weil u = -?^—, v = -?r-, w = -ö— ist, mit Rücksicht auf die 

' ex' cy^ dz 


in (jS.) p. 41 eingeführte Abkürzung auch so schreiben: 
(2.) T^\JJS^{<i>,<i>)dxdydz. 

Nun ist aber nach (A.) p. 39: 

mithin: 

30 300 , 301 da , 302 dp , 30, dy , 

3^ ~ 3a? ■*" Tx "5? "•" "3^" ^ ' dx dt "^ ' 

30 300 , 301 da . 30, dß , 303 dy , 

Ty~Ty'^ dy dt "^ dy dt ^ Ty ~di "^ ' 

30 300 , 301 ^ I 30J dp , 303 dy . 

dz ~ dz ' dz (f« ' TTTiT dz 'di'^ '" 

Erhebt man diese Formeln zum Quadrat, und addirt, so ergiebt sich 
mit abermaliger Benutzung der Abbreviatur (/}.) p. 41: 

2 


+("i>u^x)(T:)+2(<^»<«>a)^ §?+••• 


Substituirt mian aber diesen Werth von (0, <t>) in (2.), und beachtet 
man dabei die aus (6.) p. 43 entspringenden Formeln: 
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SSSn^'^o,^z)äxdydZ'^0, 
etc. etc. 
80 ergiebt sich ein Ausdruck von der Form: 

(3.) r=eo+[ea(^^)* + 2e,/^ff + ...], 

nämlich ein Ausdruck, der, abgesehen vom Gliede Qq^ eine homogene 
Function zweiten Grades von ^, ^, dl ' * ' ' ^®*' ^^^ zwar ergeben 
sich für die Coefficienten 8 die Werthe: 

öo = T ///« (««»o, «•>o) <?«dyd«, 

(4.) e„ 3= I ///^ (<t), , <t),) (iardy d^; 

etc. etc. 

Nach (0.) p. 40 sind sämmtlidie <t> von der Form: 

(5.) 0, — <t>, {x, y, e, a, ß, y, . . .) j =» 0, 1, 2, 3, . . . 

Demgemäss werden also, wie aus (4) ersichtlich ist, die Coefficienten 
6 sämmtlich von der Form sein: 

(6.) e = e («^ ^^ y^ . . .) 

d. h. die Zeit t wird in den <t>; und ebenso in den nur insofern vor- 
kommeny als sie Argument der a, ß, y, . .. ist. 

Man konnte vielleicht vermuthen, dass der erste Coefficient Qq von 
^} ßy Yy ' ' ' unabhängig, also eine Constante sei. 

Nun repräsentirt Gq zufolge (3.) denjenigen Werth, welchen T 
einnimmt, sobald die Membranen in irgend einem Augenblick ihre Be- 
wegung verlieren und zur Bvihe kommen. Denkt man sich aber, 
jene Bewegung der Membranen durch passende Wahl der Functionen 
"(0? ßiß)y y(0> ••• so eingerichtet, dass die Membranen z. B. im 
Augenblicke t^ zur Buhe gelangen, sodann später in irgend einem 
Augenblicke t^ von Neuem zur Buhe gelangen, so wird (wie früher 
p. 36 constatirt wurde) die lebendige Kraft T der Flüssigkeit in diesen 
Augenblicken t^ und t^ im Allgemeinen verschiedene Werthe haben. 
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Bezeichnet man also die Werthe der Parameter in jenen Zeitaugen- 
blicken resp. mit a^, /S^, y^, ... und a^, /3g, y^p • • • ^^ werden 

00 («i> ßi, Vi^ • • und 00 (pfg, ft; Vif • • •) 
im Allgemeinen von einander verschieden sein. 

Wir gelangen somit zu der Einsicht, dass der Coeffident 

(7.) 00 = 00 (a, /3, y, . . 

im Allgemeinen keine Constante, sondern eine wirTclidie Function von 
a, ßy y^ , . . ist Gleiches ei^iebt sich übrigens auch aus den auf p. 4 
erwähnten Kirchhoff* sehen Untersuchungen. 

Beilänflge Bemerkung. — Nach (4.) ist 
(8.) 00 == I ///„ (00, <l>o) dxdydg. 

Hieraus folgt nach (y.) p. 41 sofort: 

(9-) ^o='ifL<t>o'^da, 

die Integration ausgedehnt «^über die Oberfläche desjenigen einfach zu- 
sammenhängenden Raumes ®, in welchen sich 9i verwandelt mittelst der 
Querschnitte q, q\ q\ . . . 

Die Function 0^ ist im Querschnitt q mit der constanten Differenz x 
behaftet [vgl. (BoO, p. 39]; ihre Werthe zu beiden Seiten von q sind 
also von der Form <t>Q und 0^ 4* ^' ^^^ ^^^ Bequemlichkeit willen mag 
die Seite mit dem Werthe Oq die Unke, diejenige mit dem Werthe <t>o + * 
die rechte Seite genannt werden. Ferner sei N die auf der linken Seite 
errichtete Normale der Fläche q. Alsdann hat derjenige Theil des Inte- 
grales (9.), welcher den beiden Seiten von q zugehört, die Gestalt: 


9 

Y 


JX ((*.+. )i<*J+i-«.l^),.,.) 


die Integration ausgedehnt über alle Elemente da der Fläche q. Die 
Diff'erentialquotienten - — o^r — - und -k-t- sind aber gteichtoerthig. Der 


2 


in Rede stehende Integraltheil reducirt sich also auf: 
Analoges gilt für q, q\ . . . ; und man erhält also aus (9.) : 

(><^) e. - -j j//, «. «i ,. + ^,//, I». ,,), 

wo das Sigma eine Summe von ebenso vielen Gliedern andeutet, als 
Querschnitte q, q^ q, . . . vorhanden sind. 


*) Es ist hiebei zu beachten, dass N stets die äussere Normale sein soll, also 
z. B. in (9.) die äussere Normaleres Raumes @ bezei^met. 
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Nun ist nach (Bq.) p. 39 das -^ an der Oberfläche von 9i überall 
= 0. Somit verschwindet in (10.) das erste Integral. Man erhält also: 

(11.) Öo = 1 ^x XC ^ c?., 

d. i. 

(12.) 00 = 1- ^ X Jf = l (x Jlf + x'JT + x"M" + . .), 

WO alsdann z. B. 


a<D. 


W *-/Xto 


d6 


diejenige Flüssigkeitamasse repräsentirt, welche in der Zeiteinheit durch 
den Querschnitt q von der rechten zur linken Seite hindurchfliessi 

Sind also M, M\ M'\ ... die wahrend der Zeiteinheit resp. durch 
die Qtierschnitte q, q, q , . . . fliessenden Flitssigkeitsmengen, so wird die 
Summe 
(14.) xM + xM' + x'M" H 

keineswegs eine Ckmstante sein, sondern im Laufe der betrachteten Bewegung 
andere und andere Werthe annehmen; wie solches aus der Formel (12.) 
und dem Satze (7.) sofort sich ergiebt. 

§ 13. 

Die dem Hamilton'sohen Prinoip entsprechenden Formeln. 

Die Bewegung der betrachteten Flüssigkeit entspricht den drei 
Differentialgleichungen (A.) p. 13: 

av /f dV m dp 

etc. etc. 

wo die Differentialquotienten nach der Zeit durch Accente angedeutet 
sind. Versteht man nun unter dXy dy^ da irgend welche der In- 
compressibilitäts-Bedingung 

(2-) W + ^ + '^-O 

entsprechende virtaellen Yerrückungen der Theilchen m (x, y, e), so er- 
gidtit sich aus (1.) durch Multiplication mit dx, 8y, di? und Addition: 

oder falls man über alle Theilchen m der Flüssigkeit^ d. i. über alle 
Theilchen m des Baumes 91 summirt: 
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Die linke Seite dieser Formel kann auch so geschrieben werden: 

also auch so: 

wo r = ^ Y (x^ + y^ + /*) die Ze6e«rf^e Jfm/? der Flüssigkeit 

vorstellt. 

Bezeichnet man femer das auf die Flüssigkeit von den äusseren 

Kräften ausgeübte Gesammtpotential mit W ^^ 2^ m V, so kann die 
redUe Seite der .Formel (4.) so geschrieben werden: 

- * ^-ffL (ff *^ + r/y + 1? *-) ^-'^y^'^' 

also mit Rücksicht auf (2.) auch so: 

oder auch so: 

(p.) — dW — ff^ p (dx cos (N, x) + *y cos (N, y) + *^ cos (N, z)) da. 

Durch Substitution dieser Ausdrücke (A.) und (^.) in (4.) folgt nun: 

(5-) }i2^ni{x'dx + -) = 8{T^W)-ff^p(dxcos(N,x) + -')d6. 

Gfenaueres über die virtuellen Vernickungen. — Innerhalb des durch 
(2.) gegebenen Spielraums können die virtuellen Verrückungen dx, dy, de 
ad libitum gewählt, resp. weiter eingeengt, specieller bestimmt werden. 
Eine solche specieüere Wahl wollen wir nun in der That treffen, in 
folgender Weise: 

Wir betrachten, neben der wirklich stattfindenden Bewegung des ge- 
gebenen Systems, gleichzeitig eine gewisse fingirte Bewegung desselben 
(welche unter etwas abgeänderten Umständen eintreten würde), und 
nehmen fiir jene virtuellen Verrückungen dx, dy, dz eines Theildiens m 
die Differenzen derjenigen Coordinaten, welche dieses Theilchen m zur Zeit 
t einerseits bei der wirklichen, und anderm'seits bei der fingirten Be- 
wegung besitzt. 

Die wirTdiche Bewegung des gegebenen Systems ist, wie wir 
wissen (vergl. Satz (3.) p.-31), mittelst der Formeln unserer Theorie voll- 
ständig bestimmt, sobald gegeben sind: erstens die Bewegung der Mem- 
branen, d. i. die Beschaffenheit der Functionen: 

(6-a) a^a(t), ß^ß(f), , 
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und zweitens die durch den Anfangszustand des Systems charakterisirten 

Constanten: 

(6. b) X, Xj x", .... 

Die daneben zu betrachtende fingirte Bewegung mag nun von 
genau demselben Anfa/ngszustande ausgehen^ also mit denselben Constanten 
Xy x', x'y . . . behaftet sein. Ueberhaupt mag sie in genau derselben 
Weise, wie die wirkliche Bewegung, bestimmt sein, nur mit dem einen 
Unterschiede, dass an Stelle der Functionen a = a{t)y ß ^= ß(t), ... 
etwas andere Functionen 

eintreten sollen, üebrigens mögen diese neuen Functionen «*, /J*, . . . 
so gewählt werden, dass sie von den ursprünglichen Functionen a, /3, . . . 
nur unendlich wenig abweichen, und mit jenen sogar identisch sind so- 
wohl zur Zeit ^q, d. i. zur Zeit des Anfangsssustandes, wie auch in einem 
bestimmten spätem Zeitaugenblick t^^ der nach Belieben gewählt sein 
mag. Setzt man also: 

«*(0 — «(0 = *«(0i ß*i^) — ß(ß) = ^ß(j^)f •••• 

oder einfacher geschrieben: 

(7.) a'^ — a^da, /J* — /3 = d/J, , . . . 

so sollen da, dß, .... sowohl verschwinden zur Zeit tQ, wie auch zur 
Zeit t^. 

Der Bezeichnungsweise da, dß, . . . entsprechend, mögen nun die 
Coordinaten irgend eines Membrautheilchens (i und irgend eines Flüssig- 
keitstheilchens m im Augenblicke t bei der mrMichen Bewegung mit 

(8.) I, 1?, I und X, y, e, 

andererseits bei jener fingirten Bewegung mit 

(9.) I + d|, r, + dri,i + dt und x + Sx,y + dy,0 + 8z 

benannt werden. 

Da beide Bewegungen von ein- und demselben Anfangszustande 
ausgehen sollen, so sind die 

(10.) da, 8ß, dS, dij, dg, 8xy dy, dz 

zur Zeit jenes Anfangszustandes, d. i. zur Zeit t^ sämmtlich «» 0. 

Da ferner a*, /3*, .... auch im Augenblicke t^ mit a, ß, .... 
identisch sein sollen, mithin die La^e und Gestalt der Membranen zur 
Zeit ti bei der fingirten Bewegung genau dieselbe ist, wie bei der wirk- 
lichen , so sii^d die Grössen 

(11.) d«, d/J, .... d|, Sri, *S 

im Augenblicke t^ ebenfalls sämmtlich = (nicht aber 8x, Sy, dz). 

Nenmann, Hydrodynamische Untersuchungen. 4 
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Allerdings könnte man zu glauben versucht sein, dass die dx, dy, dz 
zur Zeit t^ ebenfalls =» seien. Doch ist dies nicht beweisbar, und wohl 
auch nicht richtig. Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel. 

Die Flüssigkeit sei eingeschlossen in eine fest aufgestellte Eugel- 
schaale, und innerhalb der Flüssigkeit sei ein starrer Körper nach Be- 
lieben beweglich. Zur Zeit t^ befinde sich Alles in Buhe. Wir führen 
nun den Körper aus seiner Anfangsposition A^ auf irgencT Welchem Wege 
fort, und lassen ihn schliesslich zur Zeit t^ iu einer gewissen neuen 
Position A^ wieder zur Buhe kommen. Bei dieser Fortführung des 
Körpers werden im Allgemeinen sämmtliche Flüssigkeitstheilchen sich 
mit bewegen, und bestimmte Bahnen durchlaufen. Wir denken uns 
irgend ein spedelles Flüssigkeitstheilchen m wirklich beobachtet. Seine 
Anfangsposition zur Zeit ^q sei m,,, und seine Endposition zur Zeit t^ 
mag bezeichnet werden mit m^. 

Hätten wir nun aber den Körper aus seiner Anfangsposition A^^ 
während des gegebenen Zeitraumes t^ — t^ auf einem etwas anderen 
Wege in jene Endposition A^ gebracht, so würde möglicherweise jenes 
Theilchen m, dessen Anfangsposition m^ ist, zur Zeit t^ in eine End- 
position gelangt sein, welche von m^ verschieden ist. 

Die wirkliche und die fingirte Bewegung sollen denselben all- 
gemeinen Gesetzen z. B. der Incompressibilitäts-Bedingung entsprechen. 
Demgemäss wird also der Raum von den Theilchen m bei den Posi- 
tionen X, y, z mit derselben constanten Dichtigkeit q erfüllt sein^ wie 
bei den Positionen x + 8Xy y + ^y, j^ + *^- Folglich ist 

W T^+Tf + W- 0. 

wie verlangt worden war. 

Da femer beide Bewegungen denselben allgemeinen Gesetzen ent- 
sprechen , und überdiess auch von genau demselben Anfangszustande 
ausgehen^ so werden diejenigen Theilchen m, welche zu Anfang mit den 
Membranen in Berührung sind, fortdauernd mit denselben in Berührung 
bleiben; sowohl bei der wirklichen, wie auch bei der fingirteu Bewegung. 

Ist nun Cj irgend eine specielle unter den gegebenen Membranen, 
ferner ft ein bestimmtes Molecül derselben, endlich m irgend ein längs 
dieser Membran fortgleitendes Flüssigkeitsiheilchen, und bezeichnet 
man die Positionen, welche öy, ft, m im Augenblicke t bei der wirk- 
lichen Bewegung besitzen, respective mit 
(«0 f{h 9, 5, -ST) — », 

(«".) X, y, 0, 

andererseits aber diejenigen Positionen, welche öj, ft, mvin eben dem- 
selben Augenblick t bei der fingirten Bewegung haben würden, respec- 
ÜTC mit 
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(ß.) s + dl, 1, ^ dl,, e + dg, 

(ß\) ^ a; + d^, y + dy, iE^ + d^er, 

80 werden o£fenbar die Werthe (a .), («".) der Gleichung («.), und die 
Werthe (/3/), (^'.) der Gleichung (ß.) Genüge leisten; was im Ganzen 
vier Formeln ergiebt. Denkt man sich aber das Theilchen m so aus- 
gewählt, dass es bei seiner tmrklichen Bewegung im Augenblick t mit 
fi gerade in Contact ist, also der Art ausgewählt, dass rr, y, mit 
I, 1,, S identisch sind, so reduciren sich die in Rede stehenden vier 
Formeln auf folgende drei Formeln: 

/•(S, n, i, -SS) ■= 0, 

f{i + *|, ij + Sri, % + H,-S! + SSS) = 0, 

/(l + *«,, + dy, g + (J«, ^ + dw) = 0. 
Hieraus folgt darch Subtraction: 




wo /•=/•(!, i,,e, «BT): 


und hieraus durch nochmalige Subtraction: 

^(Sx -*!) + !{ (*y - «1?) + Kc^i» - H) = 0, 

oder was dasselbe ist: 

(13.) (da?-dS)cos(N,aj) + (dy-dij)cos(N,y) + (d;?-de)cos(N,;^)=0, 

wo N die Normale der Membran an der betreffenden Stelle bezeichnet. 
Die m berechnende virtuelle Arbeit 8L [vgl. (15. a. b. c.) p. 10] 
drückte sich aus nach Belieben entweder durch die Formel: 

(14.a) ÖL ^SS^P (dg cos (N, x) + dij cos (N,y) + dg cos(N,ij)) d6, 

oder auch durch die Formel: 

(14b) 8L = L^8a + L^8ß H 

wo Z»i, L^j • • • die Werthe haben: 

ii ^^JJ^pAdöy L^ ^^^fJ^pBdöf etc. etc. 

Und hierbei ist zu bemerken, dass der Ausdruck (14. a) gegenwärtig, 
auf Grund der Formel (13.), auch so geschrieben werden kann: 

(14. c) di = ff^ p{dx cos (N, x) + dy cos (N, y) + d^f cos (N, ^)) da. 

*) Man kann sich nämlich die Gleichung der Fläche c. mit einem Parameter 

behaftet denken, welcher «* ist bei der vjtrklichenj hingegen »■ -|- ^® bei der 
fingirten Bewegung. 

4* 
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Fortsetzung der eigentliclieii üntersuclumg;. — Die aus den drei 
hydrodynamischen Differentialgleichungen abgeleitete Formel (5.) kann 
jetzt, unter Anwendung der soeben determinirten virtuellen Verrückungen 
und mit Rücksicht namentlich auf (14. c)^ auch so geschrieben werden: 

(15.) S{T—W) — dL = ^,Mo Q = ^m(xdx+ydy + zd0). 

Hds Gesammtpotmtial W = ^^mV =^ q JJJ Vdxdydz ist offenbar 

nur abhängig von der augenblicklichen Lage und Gestalt des Raumes 
9i, also nur abhängig von dßn augenblicklichen Werthen der Para- 
meter Uy ßy . , . Also: 

Tr=TF(«, /J, ...) 

Andererseits ist die lebendige Kraft T [vgl. (3.), (4.), (6.) p. 45] ab- 
hängig nicht nur von a, /J, . . ., sondern auch von a\ ß>, >.. Also 

T=T{a, ß, ... a, ß\ . . .). 
Somit folgt: 

(f.) 8W^^-^äa+^-^8ß + .,. 


8T 


d 


_ <Ja + _ <j^ + .... + „, eJa' + _ tf^ + ... . 


oder weil z. B. a— da = -,: l^— 7 da) — da ,-. 5—? ist: 

da dt \da / dt Ca 

w *^-l&^-if?)'«+(if-i©"'+--) 

Ausserdem ist nach (14. b): 

(h.) 8L'^L^8u-\-L^8ß-\ 

Durch Substitution dieser Werthe (f.), (g.), (h.) in (15.) folgt: 

oder falls man mit dt multiplicirt, und über den gegebenen Zeitraum 
tQ' ' ' ti integrirt; und zugleich für Q seine eigentliche Bedeutung (15.) 
substituirt: 

= [^« m(x'dx + y'dyi- «'*«)],]— [ö«' *" + a^ ^'^ + ' " "J^* 
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Der Ausdruck zweiter Zeile reducirt sieh, weil die Sa, dß, ... in den 
Augenblicken ^0 und t^ verschwinden, andererseits aber die Öx, öy, 8ß 
wenigstens im Augenblick t^ verschwinden [vgl. (10.), (11.)] auf: 

(^ m {xdx + tfdy + z'Sz)),^ 

d. i. auf denjenigen Werth, welchen die hier eingeklammerte Summe 
im Augenblicke t^ besitzt. Mit andern Worten: Jener Ausdruck zweiter 
Zeile reducirt sich auf 

wo alsdann Q selber wieder die in (15.) genannte Bedeutung besitzt. 
Demgemäss gewinnt die Formel (17.) folgende Gestalt: 

Das hier auftretende Q 

(18. a) Q^^^mixdx + yöy + z'dz) 

kann, weil z. B. a;' = m = -0— ist, auch so geschrieben werden: 

(18. b) Q==^m(||d:. + ||dy + |m 

oder falls man m = gdxdydz setzt, auch so: 

(18. c) Q = p jXC (ö * *^ + IJ *y + w *^) ^'^^y^'^- 

oder mit Rücksicht auf (12.) auch so: 

(18. d) Q - ,///, e-fj"!^ + ^-r* + • •) "'»"■ 

Was die weitere Untersuchung betriflFt, so wollen wir vorläufig nur 
zwei specielle Fälle in Betracht ziehen. 

Erster Fall: Der Raum 91 ist einfach zusammenhängend. — Als- 
dann ist das Geschwindigkeitspotential in 9i überall stetig, und über- 
haupt den Bedingungen des Satzes p. 25 unterworfen. Somit folgt 
aus (18. d): 

Q = p ff^ <t> [dx cos (N, x) + dy cos (N, y) + dz cos (N, z)) da, 

oder mit Rücksicht auf (13.): 

^ =" 9//« * (*! cos (N, x) + dri cos (N, y) + dg cos (N, z)) dö. 
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Und hieraus folgt weiter, weil die d|, tfij, dg im Augenblicke t^ ver- 
schwinden [vgl. (11.)]; dass 

ist. Demgemäss nimmt die Formel (18.) die Uestalt an: 

Hieraus aber folgt weiter, weil die Variationen da, dß, . . . innerhalb 

des Zeitraumes ^q • • • ^i unllkürliche sind, nach bekannter Schlussweise, 

dass für jeden Zeitaugenblick t innerhalb jenes Zeitintervalls die Formeln 

stattfinden müssen: 

dT-^ W d dT j. _^ 
da dt WS ^1 — ^^ 

^ dt d? ^^"^^y 

etc. etc. etc. 

Substituirt man aber die hieraus für X^, L^y ... entspringenden Werthe 
in (14. b), so folgt: 

(21.) ,£_(i^^-^||),, + (!£^-,A|D,, + ... 

Diese Formeln (20.), (21.) gelten för jeden Zeitaugenblick ^, der ge- 
legen ist zwischen der Anfangszeit t^ und einem hdiehig gegebenen 
späteren Zeitaugenblipk tj^. D. h. sie gelten ganz allgemein für jed- 
weden Zeitaugenblick der betrachteten Bewegung. 

Die Formel (21.) ist nun mr tvirJdichen Berechnung von 8L ausser- 
ordentlich hequ^m. Sie i3eigt, wie man dieses 8L unmittelbar finden kann, 
sobald nur eu/vor die analytischen Ausdrücke des Gesammtpotentiäls W 
und der lebendigen Kraft T aufgestellt sind. 

Diese eweite Methode*) zur Berechnung von dX, wie sie uns durch 
die Formel (21.) dargeboten wird, ist nun leider nicht allgemein gültig, 
sondern vorläufig noch beschränkt auf den Fall, dass der Baum 91 
evnfach zusammenhängend ist. 

Zweiter Fall: Der Raum 9i ist zweifach zusammenhängend. — Dieser 
Raum 91 kann alsdann mittelst eines Querschnittes g in einen einfach 
zusammenhängenden Raum @ verwandelt werden. Und die Function 
<t> ist alsdann im Querschnitte q mit einer constanten DifiPerenz x 
behaftet, sonst aber im Räume 91 überall stetig. Anftererseits sind 

*) Man vgl. p. 12. 
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y, y-, -g— im Räume 91 überall stetig, ohne Ausnahme [vgl. den 

Satz p. 30]. 

Da nun selber nicht im Baume 91, wohl aber im Baume @ 
überall stetig ist, so folgt aus (18. d): 

Q = p JJ^ ^dx cos (N, x) + dy cos (N, y) + 00 cos (N, £?)) d6. 

Dieses Integral besteht aus zwei Theilen, von denen der eine der Ober- 
flache Ton 91, der andere aber den beiden Seiten des Querschnitts q 
entspricht. Demgemäss ergiebt sich: 

Q = qSS^ * (*^ cos (N, o;) + • .) d^ + qx ff^ (öx cos (fi,x) + • •) da, 

das letzte Integral hinerstreckt gedacht über alle Elemente d0 des 
Querschnittes q. Und zwar repräsentirt in diesem letzten Integral N 
die auf der linken Seite des Querschnittes q errichtete Normale, falls 
man nämUch wie früher, die Werthe Ton <t> zu beiden Seiten von q 
mit <t> und <t> -{- ^ bezeichnet, und die Seite des Werthes <t> als linke, 
die Seite des Werthes <t> •}- x bXs rechte Seite festsetzt. 

Diese Formel für Q lässt sich mit Bücksicht auf (13.) auch so 
schreiben: 

Q = qJJ^ <t) (d5 cos (N, x) + ••) dtf + Qx JJ^ {äx cos (N,a;) + -.) dts. 

und hieraus folgt, weil die d|, 8% dg im Augenblick t^ ^rsch winden 

[vgl. (11.)] 

(22.) (Q>, — p X (//^ (Sx cos (N, x) + äy cos (N, y) + äz cos (N, ;?)) d<y)^^ . 

Ob nun (Ja;, dy, di? im Augenblick ^^ verschwinden, wissen wir nicht 
[vgl. (11.) und die weiteren Bemerkungen daselbst]. Und demgemäss 
bleibt uns unbekannt, ob dieses (fi)^ Null ist oder nicht. 

Um hierüber ins Klare zu kommen, werden wir, und zwar im 
folgenden §., einen wesentlich andern Weg einschlagen, und dabei 
schliesslich zu dem BesuUat gelangen^ dass dieses (Q\ nicht verschwindet, 
indessen einen Werth von sehr einfacher Form besitzt, 

§ 14. 

FortBetBnng. 

Der Baum 91 sei von bdidnger Beschaffenheit. Stets ist nach 
(18. b) p. 53: 

(A.) Q-^«.(||..+ ||.y+U4 

und femer nach (A.) p. 39: 

(B.) <D - «Do + «01 + ^<D, + /«D, + «r«^ + «'«Dj + . . . 
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WO z. B. «' = -TT . Substituirt man diesen Werth von in den Aus- 

at 

druck Q, so folgt: 

« 

wo A und M die Bedeutungen haben sollen: 

+ etc. etc. etc. 

Das allgemeine Glied dieses Ausdruckes M lautet, bei Fortlassung der 
Factoren «', ß^ . . . , folgendermassen: 

und kann daher, falls man m = gdxdydz setzt, auch so geschrieben 
werden: 

^fSL (W *^ + W *^ + TT *0 '^^'^y^^' 0- = 1, 2, 3, ...) 


oder, mit Rücksicht auf die Gleichung (12.) p. 50, auch so: 


Q 


JJJ^\ dx "+ d'y + dz 


1, 2, 3, ...) 


* oder, weil 0^, Og, <t>3, ... (nicht 0^) im Räume SR überall stetig sind, 
auch so: 

Q ff^ <t>j (Sx COS (N, x) + dy cos (N, y) + *^ cos (N, 0)) d6, (j = 1, 2, 3, ...) 

oder, mit Rücksicht auf die Gleichung (13.) p. 50, auch so: 

p//^<t>,(*|cos(N,a;) + *i?cos(N,y) + (Jgco8(N,;^))rf<y, (j= 1,2,3,...) 

Hieraus aber folgt, weil d|, dij, df in den Augenblicken tQ und t^ ver- 
schwinden [vergl. (10.), (11.) p. 49], dass dieses allgefneine Glied in 
jenen Augenblicken ebenfalls verschwindet. Gleiches gilt 'daher auch 
von M selber; was angedeutet werden mag durch die Formeln: 

(*.) (MX = 0, (M), =0. 

Für A gelten derartige Formeln nicht, Ueherliaupt wird es, was A 
betrifft, zweckmässig sein, nicht A selberj sondern den Differentialquotiefiten 


dfA 

dt 


zu untersudien. 
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Bei den folgenden Betrachtangen ist nun namentlich der Unterschied 
im Auge zu behalten, den ^ man in der Hydrodynamik zwischen den Sym- 

holen ^ und -=- zu machen gewohnt ist Es sei mir gestattet, kurz 

daran zu ennnem. 

Bepräsentirt F eine Function, die für die verschiedenen Stellen der 
Flüssigkeit verschiedene Werthe hat^ und deren Werthsystem überdiess 
variirt voin einem Augenblick zum andern, sa pflegt man, bei dem Symbol 

/) TP 

-^j-, unter F und F -\- dF diejenigen Werthe zu verstehen, welche jene 

Funktion in zwei aufeinanderfolgenden Zeitaugenblicken t und t -{■ dt in 

ein wnd demselben Baumpwnct besitzt, unbekümmert darum, daßs während 

dieses kleinen Zeitintervalls dt andere und andere Flüssigkeitstheilchen 

durch diesen Baumpunct hindurchgehen. Man kann den ins Auge ge- 

fassten Baumpunct etwa markirt denken durch seine rechtwinkeligen 

Coordinaten {x, y, j?), vorausgesetzt, dass das zur Ausmessung der Coor- 

dinaten dienende Axensystem ein absolut festes ist. Alsdann ist jenes 

dF zu. bezeichnen als die Differenz derjenigen beiden Werthe, welche 

die Function F im Puncte (x, y, z) zu den Zeiten t und t -^ dt besitzt. — 

dF 
Bei Bildung der Ableitung -^ hat man also einen festen Batmipunct 

unveränderlich im Auge zu behalten, und demgemäss kann man dieselbe 
etwa bezeichnen als die locale Ableitung ncuh der Zeit. 

dF 

Bei dem Symbol -^j- hingegen ist nicht ein fester Baumpunct, son- 

dem ein bestimmtes Flüssigkeitstheilchen, irgend ein individttelles Flüssig- 

keitsmolecul m im Auge zu behalten, und bei seiner Bewegung zu ver-- 

dF 
folgen. In der That sind nämlich, bei diesem Symbol -^ , unter Fund 

F -{- dF diejenigen Werthe zu verstehen, welche die gegebene Function 
für ein solches individuelles Tf^eHchen m in zwei aufeinanderfolgenden 
Zeitaugenblicken t und t '\- dt besitzt, wobei selbstverständlich die wäh- 
rend der Zeit dt erfolgende Ortsveränderung des Theilchens m mit in 
Anschlag zu bringen ist. Sind z. B. (immer in Bezug auf jenes absolut 
feste Axensystem) x, y, z und x + dx, y + dy, z -\- dz die Coordi- 
dinaten dieses Theilchens m in den Augenblick^i t und t '\- dt^ so wird, 

dF 

was jenes Symbol -^ betrifft, unter F selber der Werth der gegebenen 

Function zur Zeit t im Puncte x, y, z, hingegen unter F -\- dF ihr 
Werth zur Zeit t -{- dt im Puncte x + dx, y + dy, z -{- dz zu ver- 

dF 

stehen sein. — Demgemäss kann man dieses -j— etwa bezeichnen als 

die dos indioiduelle Theilchen m begleitende Ableitung, um solches 

dF 
noch schärfer hervortreten zu lassen, werde ich dem -7— jedesmal das 

dt 

dF 

betreffende Theilchen m als Factor beifügen, also schreiben m -rr * 

dt 

ITenmann, Hydrodyiiamischo Untentiohaiigeii. 4*'*^ 
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Was nun z. B. die in der Formel (ß.) enthaltene Function 

betrifft, so besitzt dieselbe innerhalb des von der Flüssigkeit occupirten 
Raumes SR in verschiedenen Zeitaugenblicken verschiedene Werthsysteme. 
Wollen wir eines dieser Werthsysteme, etwa das dem Augenblick t 
entsprechende, bilden, so haben wir in der Formel (f.) den Parametern 
a, /3, . . . diejenigen speciellen Werthe zuzuertheilen, welche sie in diesem 
Augenblicke t besitzen, und sodann für (x,y^ z) der Reihe nach sämmt- 
liehe Punkte des Raumes 91 eintreten zu lassen. Demgemäss erhält 
man für die einem festen Raumpunct {x, y, z) entsprechende locaU 
Ableitung von <t>Q den Werth: . 

WO duy dß, ... die Zuwüchse von a, /J, . . . während der Zeit dt vor- 
stellen. Und andererseits wird man für die ein indmduelles Tkeilchen ni 

begleitende Ableitung m -^ den Ausdruck haben: 

VnO ^ de '^^'^\dx dt'^ dy dt"^ dz dt'^ da dt "^ dß dt "^ )' 
wo da, dßy . . . die schon genannten Bedeutungen besitzen, während 
dx, dy, dz diejenigen Zuwüchse vorstellen, welche die Coordinaten 
X, y, z jenes Theilchens m währerd der Zeit dt erfahren. Demgemäss 

dur du dz 

sind ^. , --:, t; nichts Anderes als die Geschwindigkeits-Componenten 

u, V, w des Theilchens m, so dass man also die Formel (i}.) auch so 
schreiben kann: 

W-; w ^^ — ^^a^r **^ dy ^^ dz ^^ dcc dt ^ dß dt^ ) 
Beiläufig sei sogleich bemerkt, dass ich im Folgenden unter dem Symbol 
m8<i>Q eine das indiv^idtielle TheilcJien m begleitende Variation, nämlich 
folgenden mit (i}.) analogen Ausdruck verstehen werde: 

Es bezeichnet alsdann dieses md0Q diejenige virtuelle Veränderung, 
welche der das individuelle Theilchen m begleitende WertJi wO^ an- 
nehmen würde, wenn man dieses Th eilchen um dx, dy, dz verrücken, 
und gleichzeitig die Parameter a, ß, . , , . und Sa, dß , . . vergrössern 
wollte. 

Dies vorausgeschickt, wenden wir uns zu unserer eigentlichen Auf- 
gabe. Nach (/J.) ist: 


m 


tn 
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mithin: 

die Suinmation ausgedehnt über alle Flüssigkeitstheilchen m des llaumes 9t. 
Der hier unter dem Summationszeiehen stehende Ausdruck kann mit 
Bücksicht auf die in {d".) eingeführte Bezeichnung auch so geschrieben 
werden: 

Ä(**.-5^*«+t'c+-]). 

oder auch so: 

"»*-5/ - »« dt [di *« + -ä/ *^ + • • •)' 

oder mit Rücksicht auf (i^.), resp. (iy'.) auch so: 

WO a, ^, . . . die Ableitungen von a, /3, . . . nach der Zeit vorstellen. 

Dieser Ausdruck aber kann schliesslich, weil u = ^— , v = -^-r, w = -^ 

isij mit Rücksicht auf die in (ß,) p. 41 eingeführte Abbreviatur, auch 
80 geschrieben werden: 


m 


■>((*., *)+i'"-«'+^^+-)-«.äi(i&'«+t'^+-) 


Substituirt man aber dies in (x.), so erhält man für -,- einen Werth 
von der Form: 

wo die A^, A, B, C, . . . and M folgende Bedeutungen haben: 
^ = ^ ♦» (00, «t>) = (fffX^ ('^o, ^) dxdydz, 


woraus beiläufig sich die Formeln ergeben: 

Cv.) W<i = und fJf),. = 0; 
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denn die da, dß, .... verschwinden sowohl im Augenblick tQ, wie 
auch im Augenblick t^. [Vgl. (10.), (11.) p. 49]. 

Der in (/i.) für Aq gegebene Werth ist einer weiteren Verein- 
fachung fähig. Substituirt man nämlich daselbst für den Ausdruck: 
(D = 0^ + 0^«' + 0^^ + . . . . [vgl. (B.) p. 55], 

so erhält man: 

Substituirt man aber hier für das erste Integral den in (4.) p. 45 an- 
gegebenen Werth, und beachtet, dass die folgenden Integrale, nach (G.) 
p. 43, sämmtlich = sind, so erhält man A^=^2Qq, und kann daher 
z.* B. die Formel (A.) auch so schreiben: ' 

Nach (a.) ist nun aber Q = A + M, mithin: 

^^•^ di ~ dt '^ dt ' 

also mit Bücksicht auf (|.): 

wobei zu bemerken ist, dass der Ausdruck (M + M) in den beiden 
Augenblicken t^ und t^ verschwindet: 

(q.) (Jlf+M)^, = 0, (Jf+MX = 0, [TgL (d.) und (v.)]. 

§ 15. 
Fortsetzung und Schluss. 

Wir kehren jetzt zurück zu unserer Hauptformel: 

dQ 


(23.) (8[T-W]~ öl) dt = jl dt, [vgl. (15.) p. 52J. 

Integrirt man diese Formel über den gegebenen Zeitraum ^^....^j, so 

dQ 
dt 


ergiebt sich, falls man gleichzeitig für -jr den Werth (n.) substituirt, 


und Rücksicht auf [q.) nimmt: 

(24.) f{dL - d [T— W] + d [200 + Äa + £/J' + . ^])dt = 0, 

h 
(25.) d.i. f{8L — äf)dt = Q, 

wo alsdann f die Bedeutung hat: 

(26.) f=T^ W— 200 — (Aa + Bß^ -^ ). 
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Bekanntlich hängt T von a^ ß, , . , a, ß>, - • - ab, während anderer- 
seits W, Qq, A, B, . . . nur von den a, ßf - • - - (nicht aber von den 
a, /J', . . .) abhängig sind; [vgl. p. 52, ferner (4,) p. 45, und (ft.) p. 59]. 
Somit folgt aus (26,): 

oder weil z. B. g4 da = -,- f~^ da\ — (-^ ^ | da ist: 

Ueberdiess ist: 

(h.) 8L = L,da + L^Sß'\ j:vgL (h.) p. 52]. 

Substituirt man diese Werthe (g.), (h.) in die Formel (25.), und beachtet 
dabei, dass die da, d/3, ... in den beiden Zeitaugenblicken t^ und t^ 
verschwinden [vgl. (10.), (11.) p. 49], so ergiebt sich nach bekannter 
Schlussweise: 


(27.) 


^ da dt da' 


und diese Formeln (27.) zeigen also, wie man, falls der Ausdruck f (26.) 
gebildet ist, aus diesem unmittelbar die Werthe von L^, Xg . . . abzu- 
leiten vermag. 

§ 16. 
Znsanunenstelliing der erhaltenen Besnltate. 

Man den/ce sich eine von beliebig vielen Membranen begrenzte incofn- 
pressible Flüssigkeit, und diese Membranen (ihrer Lage und Gestalt nach) 

abliängig von irgend welchen Parametern a, ß, , die ihrerseits gegebene 

Functionen der Zeit sind; sodass also die Membranen in vorgeschriebener 
Bewegung sich befinden. 

Die Bewegung der Flüssigkeit ist alsdann eine völlig bestimmte. 
Denn es sollgegd)en sein der wirbelfreie Anfangszustand derselben; und 
ebenso soUen auch gegd)en sein die die Flüssigkeit sollicitirenden äussern 
Kräfte, oder vielmehr das nur von den Coordinafen abhängende Poten- 
tial dieser Kräfte. Bezeichnet man letzteres mit V^=^V{x, y, z), so wird 
z. B. das von den äussern Kräften auf die Flüssigkeit ausgeübte Gc- 


(3.) U = -n— • V = ^T— , W = 
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samtntpotential W den Werth hohen: 

(1.) W=(f fff^ Vdxdydz, [vgl. p. 12, 13], 

ivo Q die constante Dichtigkeit der incompressiblen Flüssigkeit vorstellt, 
und die Integration ausgedehnt m denken ist über alle Volumdemente 
dxdydz des von der Flüssigkeit occupirten Baumes 91. 

Um die Bewegung der Flüssigkeit wirklich m ermitteln, hat man 
das Geschwindigkeitspotential O 0u berechnen. Für dieses wird man 
einen Ausdruck erhalten von der Form: 

(2.) O = <t>o + <t>ia '+ <t>,^ + . . . . [vgl. (A.) p. 39], 

wo a = -^, /f = ,^ , . . . ist, toährend Oq, O^, ^gj • • • Functionen von 

X, y, Zy a, ß, . . , . vorstellen. Wie diese Functionen zu berechnen sind, 

oder vielmelir, weUJien Bedingungen dieseUben zu genügen haben, ist früher 

gezeigt worden [vgl. p. 39, 40]. 

Wir wollen annehmen, diese Rechnufig sei udrklich ausgeführt, und 

es seien also Oq, O^, <t>^, . . . ., mithin auch O selber, mähin auch die Ge- 

schivindigkeitscomponefiten der Flüssigkeit 

5<t> 50 5<t> 

ox ' oy ' dz 

unrkUch bekannt. Auf Grund dieser Kenntnisse kann man alsdann sofort 
die Integrale berechnen: 

(4.) [vgl. W p. 59] 

etc. etc. 
soune auch die Integrale: 

Qo = ifff^ (<t>o, <fo) dxdydz, 
(5.) [vgl. (4.) p. 45] 

wo das Symbol {F, G) die Bedeutung liaben soll: 

fv n\ dF dO . dF dG , dF dG r„-,W/^^«An 

Sokliss ausgeführt gcdadd, wird alsdann die lebendige Kraft T der 
Flüssigkeit den Werth liaben: 

(6.) T = 00 + [On« ' + 20,,«'^ +•••.], [vgl- (3.) p. 45], 

wo der eingeklammerte Ausdruck eine liomogene Function zürnten Grades 

von a, /J', . . . ist.' 
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Aus diesen Darlegwngen geht unmittelbar hervor , dass W, Ay B,... 
femer Qq, 0^, Q^^, .... lediglich von a, /S, . . . (nidit aber von a\ß ,. ,) 
abhängen, wahrend hingegen T sowohl von den a, ß, , . . tvie auch von 
den a , /3', . . . abhängt 

WiU man nun endlich die von der Flüssigheit auf die Mem- 
branen ausgeübte virtuelle Arbeit: 

(7.) 8L = L^Sa + L^Sß -| [vgl. p. 11, 12] 

berechnen, d, i. diejenige Arbeit, welche die in Wirklichheit von der 
Flüssigkeit auf die Membranen ausgeübten Druckkräfte, bei irgend einer 
durch da, dß, . . . definirten Gestalts- und Lagen- Veränderung der Mem- 
branen, leisten würden, so kann man sich hiebei des Hamilton* sehen 
Princips bedienen. Und zwar findet man mittelst dieses Princips für 

jene Arbeit öL die Formel: 

h 
(8.) / {dL — Sf)dt = 0, [vgl. (25.) p. 60.], 


t, 


o 


wo das f die Bedeutung hat: 

(9.) /• = r - TT - 2 00 - (^« + l?/r + . . .), [vgl. (26.) p. 60.]. 
Dabei repräsentirt t^ den Augenblick des Anfangsmstandes und t^ einen 
beliebig gegebenen spätem Zeitaugenblick. Ueberdiess sind bei Anwendung 
der Formel (8.) die Variationen öa, dß, ... so eingerichtet m denken, 
dass sie in jenen beiden Zeitatigenblicken tQ und t^ verschwinden. Durch 
weitere Behandlung der Formel (8.) ergd>en sich alsdann' für die in 8L 
(7.) enthaltenen Coefficienten L^, ig; • • • ^^ Werthe: 

(10.) ' ';^ y:'' [vgl. (27.) p. 61.] 

T __ of d öf 

^^~ dß dt dp 

etc. etc. 
Unil diese WertJie*) lassen sich, falls man für f seine eigentliche Bedeu- 
tung (9) snbstituirt, auch so sdireiben: 


^3— cy 


^-Äl?+P-|^>-+(rM^'^+ « +■■•] 


etc. etc. 


*) Dass diese Werthe in Einklang sind mit den Anforderungen des Princips 
der lebendigen Kräfte läset sich leicht beweisen, wie spä^ bei passender Gelegen- 
heit gezeigt werden soll. 
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Demgemäss tmrd also jeder der Coefficienten L^y L^, L^ . - * einen Werth 
haben von der Form: 

(10.b) Ao+ (Aia'+A,^+-) + (Aa«'»+2A««'^+ ...) + (A. a"+h,ß'-\- ••), 
tvo die A, A Ftmctionen der a, /S, y, . . . vorstellen, 

§ 17. 
Weitere Bemerkungen. 

Znsatz. — Ist der von der Fh'issigheit eingenommene Raum JR 
einfach ^zusammenhängend, so verschwinden Qq und A, B, C, . . . .; 
sod(xss man in diesem Fall m den früJieren Formeln (20.) pag. 54 zuriU-k- 
gdangt Ist hingegen der Baum 91 mehrfach zusammenhängend, so wird 
das Qq im Allgemeinen weder Null, noch eine Constante, sondern eine 
wirkliche Function von a, ß, . . . sein. 

Beweis des Zusatzes, — Für den Fall eines einfach zusammen- 
hängenden Raumes 91 kommen die Querschnitte g, q, g , , . . und die 
Constanten x, x', % , ... in den Bedingungen (B^.) pag. 39 in Weg- 
fall; sodass also diese Bedingungen die Gestalt annehmen 

*o; -^y ^>'-ji ^^^y "^^^ ^*o = 0, im Räume 9i; 
-?qrr = 0, an der Oberfläche des Raumes SR. 
Diesen Bedingungen wird aber genügt durch 

iß') % = m, 

wo h{t) eine unbestimmte Function der Zeit^ hingegen unabhängig von 
X, y, z ist. Auch erkennt man aus dem Satze (1.) p. 25, dass dieser 
Werth von O^ nothwendiger Weise der richtige ist. Denn neben diesem 
Werthe kann^ zufolge jenes Satzes^ kein anderer existiren^ welcher 
ebenfalls den gestellten Bedingungen (a.) Genüge leistete. — Aus (/}.) 
ergiebt sich nun sofort [weil A(^) als Null betrachtet werden darf, 
vgl. p. 40]: 


(y-) 


und femer: -^ = 0, -^ = 0, etc. etc. 

\ Ca ' dp ' 


Aus diesen Formeln (y.) Vber folgt weiter: 

{©0-0, [nacl^(5.) p.62], 

^ ^^ \a =0, ^ = 0, (7=0, etc. etc. [nach (4.) p. 62]. 

Und hiemit ist der erste Theil des Zusatzes bewiesen. Andererseits 
ergiebt sich der zweite Theil desselben direct aus (7.) p. 46. 
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§ 18. 

Ueber einen sich leicht darbietenden Weg zur Verification der dem 
Princip der lebendigen Kraft und andrerseits dem Hamilton*sohen 

Princip entsprechenden Formeln. 

Dieser Weg besteht im Wesentlichen darin, dass man die in 
jenen Formeln enthaltenen Grossen 

(«0 TT, Ty. SL, dL und L^^ I'«, • • • • 

sämmtlich durch <t> ausdrückt, und sodann, mittelst der bekannten 
Eigenschaften von <t>, nachweist, dass jene Formeln wirklich stattfinden. 

Wir wollen in diesem § zuvorderst zeigen, in welcher Weise die 
genannten Grössen durch <t> sich ausdrücken. 

Nach der Definition der Grössen ist (vgl, p. 13 und 11): 

iß.) W=(ffff^Vdxdydz, 

(y.) T = I Jff^ («* + »« + «;«) dxdydz, 

(e.) dL = Lida + L^dß H , 

ferner: 

(6.) . 


etc. etc. 


Substituirt man nun hier für u, v, w, p die aus unsern Grundformeln 
(II.), (III. a) p./19 sich ergebendeii Werthe: 

d<P d<t> d<t> 

ox' oy' oz' 

und beachtet man dabei die früher gefundenen Gleichungen (p. 8): 

//« B^<^ = 0, 

etc. etc. 
so erhält man: 

(1.) W==ifJJJ^Vdxdydz, 

(2.) T=^\JJJ^(<t>,<i>)dxdyde, 

Keumann, Hjrdrodynamische Untertnchungen. 5 
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und ferner: 

etc. etc. 

Multiplicirt man ferner diese Formeln (3.) resp. mit ^, ^> * ' ' ^^^ 
addirt, so folgt mit Rücksicht auf (£.): 

also falls man die Grundformel (I. c) p. 19 beachtet: 

Setzt man nun 

so muss sich auf Grund der Ausdrücke (1.), (2.), (4.), und unter Be- 
nutzung der bekannten Eigenschaften der Function O nachweisen 
lassen, dass dieses Z «= ist. Denn andrerseits würde die dem Princip 
der lebendigen Kraft entsprechende Formel (5.) p. 37 unrichtig sein. 
Und setzt man andrerseits 

so muss sich auf Grund der Ausdrücke (1.), (2.), (3.) zeigen lassen, 

ist. Denn andernfalls würden die dem Hamilton'schen Princip ent- 
sprechenden Formeln (10. a.) p. 63 unrichtig sein. 

§ 19.' 

Verifloation der dem Frinoip der lebendigen Kraft 

entsprechenden Formel. 

Es handelt sich darum , den Ausdruck E (5.) wirklich zu bilden. 
Zu diesem Zwecke ist zunächst die aus (1.), (2.) entspringende Formel: 

(7.) T + Tr= 1 ///^ ((0, <\>)-\-2T) dxdyde 

nach der Zeit zu difiPerenziren. 
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Will man nan aber ein Integral von der Form (7.), d. i. von der Form: 

(a-) J = JX/k f^^^y^^> WO /*= fix, y, g,a,ß,... « , ß', . . .) 

nach der Zeit dififerenzLren, so ist zu beachten, dass das gegebene mate- 
rielle System sich in Bewegung befindet, mithin Gleiches z. B. aach gilt 
von dem Integrationsranm 91. Bezeichnet man die Lage und Gestalt 
dieses Baumes in den Augenblicken t und t -^ di resp. mit 9% und 9H', 
und den Werth des betrachteten Integrals in diesen Augenblicken mit 
J und J + dJy so wird also: 

(c.) örj= rr fdxdydz '\- CCC (J:dt\dxdydg, 
wo 

Sind {, 97, i und £4~^£i ^ + ^^1 ^-h^fdie Goordinaten irgend eines 
Membranelementes Ja zu den Zeiten t und t -\' di^ so wird die Grenze 
des Baumes 8fl in der Bichtung der auf de errichteten (von der Flüssig- 
keit, d. i. von 91 abgewendeten) Normale N während der Zeit dt um 
eine Strecke dW vorrücken, welche den Werth hat: 

(e.) dN = flf6 COS (N, a?) + ^^ cos (N, y) + d% cos (N, z)\ 

so dass also nach ('9'.) pag. 17 dieses 

(f.) dw = I* dt 

ist. Das ersto Integral in (c), welches sich ausdehnt über den schaalen- 
förmigen Baum fS( — fR, kann nun, unter Anwendung dieses dN, «o ge- 
schrieben werden: 

die Integration hinerstreckt gedacht über alle Oberflächenelemente dß 
des Baumes 91. Demgemäss nimmt jene Formel (c), falls man sie durch 
d% dividirt, und für J seine eigentliche Bedeutung substituirt, die Ge- 
stalt an: 

*■) UfLf'""" - fLf^ " + .flL^'»"- 

oder, falls man für c2N seinen Werth (f.) einsetzt, folgende Gestalt: 

Differenzirt man nun die Gleichung (7.) nach der Zeit, so erhält 
man nach Vorschrift der Formel (h.): 

(8.) ^^^ - f (//. ((*, *) + 2 F) 1?.. + ///. ?^ .,.,..! , 
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denn es ist zu beachten , dass das Potential V von t unabhängig ist 
Das let0ie Integral dieser Formel (8.) 

kann oflFenbar behandelt werden nach Vorschrift der Formel (g.) p. 42, 
und verwandelt sich alsdann in das Überflächen-Integral: 

' ff. w m "•• 

Jene Formel (8.) nimmt somit die Gestalt an: 

<■»■) li^t"-' - -I ff ((*. *) + 2 K + 2 |t) |1 ... 

Nach (4.) ist aber: 

und substituirt man diese Werthe (9.), (10.) in (5.), so erhält man 
(11.) = = 0. Q. e. d. 

§ 20. 

Veriflostion der dem Hamilton'sehen Frinoip entprechenden Formeln. 

Es handelt sich hier [vgl. pag. 66] um die Berechnung des Aus- 
druckes 

WO T, T—W und Z, die Werthe haben : 

(2.) T^lfJJ^(<P,<i>)dxdyd,, 

(3.) T-W^l JSS^ ((<(), 0) - 2 V)) dxdydz, 

(4.) L, -?-j};((0,<t,) + 2F+2^)Ad<,. 

Dabei sei sogleich daran erinnert, dass <t> und (<t>, 0) sich so aus- 
drücken lassen (vgl. p. 39): 

(5.) <D = <t)„ + 0,a' + <^,/J' + 03y' + ... 

(6.) (0, <t)) = (<D„, <t)o) + 2(<D„, (DJ a + 2{%, <t>,) i»' + • • • 

+ (<()„ <D,)a'* + 2(<t>.,<t>,)a'^' + ... 

Um nun das 6 (1.) wirklich zu berechnen, sind die Integrale (2.), (3,) 
partiell nacb ci\ resp. nach a zu differenziren. 


Verification der erhaltenen Formeln. 69 

Will man nun aber ein Integral von der Form 

(a.) J= fff^ fdxdydZy wo /" = f{xy y, ^, «, /5, • • • a , /J', • • •) 

partiell nach a oder a differenziren, so ist za beachten, dass die augen- 
blickliche Lage und Gestalt des Integrationsranmes fR von a, nicht aber 
a abhängt. Demgemäss ist z. B.: 

^^•^ ^ SSL f^'^^y^' = SSL Ä ^''^^^'- 

Was andrerseits die Differentiation nach a selber betrifft, so erhält man 
« analog mit (g.) p. 67 die Formel: 

<" kflL f'^y" - ff, f'^ "• +ffL r. ^'^y"-- 

Dabei bezeichnet da den der Variablen a ertheilten Zuwachs, und d\i 
diejenige Strecke, um welche, in Folge dieses Zuwachses^ die Grenze des 
Raumes 91 in der Bichtung der auf d<s errichteten Normale N vorrückt. 
Dieses c2N l^t daher den Werth: 

dN = (II cos (N,a;) + |J C08 (N,y) + ^^ cos {n,e)) da, 

und kann somit, nach (5.) p. 7, auch so ausgedrückt werden: 

dH = Ada. 
Dies in (c.) substituirt, erhält man: 

'' ' l SSL f'^'y''^ = //« f"'' + SSL f. ^^^y^- 

Nach Vorschrift dieser Formel (d.) ergiebt sich nun aus (3.): 

('•) '-'^r.^-J \ff. ((*-*) -^n^'"+ffL '-^^^'^oy^']; 

denn es ist zu beachten ^ dass V von a unabhängig. Andrerseits er- 
giebt sich aus (2.) nach Vorschrift der Formel (b.): 

oder weil ^-^f?^ = 2 (0, |j), d. i. = 2(<t), <D0 ist [vgl. (5.)]: 

Um nun weiter von diesem Ausdrucke den vollständigen Differential- 
quotienten nach der Zeit zu bilden , hat man zu verfahren nach Vor- 
schrift der früheren Formel (h.) p. 67. Man erhält alsdann: 

(«■) Ä I? - i IfL 2(*.*.) I-S "•+///. 2 '-^ *-^»^'l- 
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Die in (7.) und (8.) enthaltenen jßat^m-Integrale 

SSL ^ ""»" - fff" ^ ö^' *) *"""■ 

können behandelt werden nach Vorschrift der Formel (g.) p. 42. Man 
erhält alsdann: 

f/L ' -n' """ -ff. i'-^yk + ^'l IS) ^'- 

Substituirt man diese Werthe in (7.)^ (8.), und multiplicirt man zu- 
gleich die Formel (7.) mit — 1, so folgt: 

- '-'^i^ - » Ur. (- ^ + r) M. +ff, (- 11)1? . 4 

denn es ist zu beachten, dass -gvp = A [vgl. (B^.) p. 39)]. Nun ist 
ferner nach (4.): 

Addirt man jetzt die drei letzten Formeln, so folgt mit Rficksicht 
auf (1.): 

(»■) i-">fL ((*. *.) + ^ - 15 1:- ^'-9 ff, (*, «>) AI.. 

Nun ist; wie mit Rücksicht auf (5.) sich leicht ergiebt: 

(«t>„ <t)) = (0j, <f,) + (<D,, <t>0 a' + (<D„ <t>,) ^ + (<Di, <!),)/ + ••• 

a<t>i ao, , , aoj ^ , a<t>, . , 

«+ a/^+ a7y+--- 


a« 


da 

ao 

a« 

da "♦" 

ao, 

da 

Ausserdem ist 



^^ _/ 

i/^' j_ R/r . 

-u r^' 


[vgl p. 18] 


und endlich ist nach (6.) 

(<D, <t)) = (0„, <D„) + 2(<|)o, <t),) a' + 2(<t)„, <D,) /3' + • 
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F = 


Substituirt man diese Werthe in (9.)^ so erhält man for | eine 
Formel yon der Gestalt: 

(10.) %=^QSJ^Fd0, 

WO das F die Bedeutung besitzt: 

+ (♦,; »■) «' 

+ etc. etc. J l + etc. 


\ l 



+ Aa' 


(<l>o, \) 
+ 2(<Do,<t>,)«' + 2(<Do,<D,)/J' 

+ 2 {\, <D,) / + etc. etc. 
i+2(<D„0j)o'/r + etc.etc. j 


Sabstituirt man jetzt dieses 'F in (10.), und ordnet nach den a, (f, 
y, ' • •, so erhalt man für | einen Ausdruck von der Form: 

(11.) | = öo + G,ß' + G,i8' + G,y' + ... 

WO die G leicht angebbar sind, nämlich die Werthe haben: 
(12.) *G,^-QfJ^ (<t>o, <t>o) MC, 

(13.) G, = i,ff^ ([(<D., <D<,) - ^] A - 2(<D,, %) a) dtf, . 

(14.) G, = Qff^ ([(<l>x, <l'o) - It] B - 2(<t>„ <t>o) a) d0, 

etc. etc. etc. 
(15.) 6^-0, 

(16.) G„=9 jJ^([(<t).,<D,) + ^ - ^]a+ ((l>„<t..)B - 2(<t>.,<D,)A)dtf, 

etc. etc. etc. 


(17.) G,, = ,jjJ[(<t., <(.,)+ ^ - 


^] B - (0„ <D,) a) de, 


(18.) ß 


decJ' 


+ [(<t>„ Os) + -^- - |5Jb - 2(<t>„ <t>3) A)dtf, 
etc. etc. etc. 
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Weitere G^s braucht man offenbar nicht anzugeben. Denn bei unserer 
ganzen Betrachtung nimmt die Gruppe 

(1, a, A) 

d. h. der Index 1 und die ihm beigeordneten Grössen er, A eine bevor- 
zugte Stelle ein gegenüber den Gruppen 

(2, ß, B), (3, Y, 0, (4, *, A), etc. etc. 

während diese letzteren Gruppen einander völlig parallel stehen. Be- 
zeichnet man also mit j, k irgend zwei von 1 verschiedene Zahlen, so 
sind erstens 

alle Gj andlog mit G^, 6r, {nicht mit G^); 

und ferner sind alsdann 
aUe Gjj andlog mit G^^, 
aXle Gjj andlog mit (r„, 
aXle Gjj^ andlog mit G^^. 

Um nun die G's wirklich zu berechnen, und in solcher Weise das 
unbekannte | (H-) zu finden, sind weitere Untersuchungen anzustellen. 
Wir werden der Reihe nach zuerst 6?^, sodann die übrigen G mit nur 
einem Index, endlich die G mit doppeltem Index in Betracht ziehen. 

Beredmung von Gq. Nach (d.) p. 69 ist: 
Das letiste Integral dieser Formel kann auch so geschrieben werden: 
oder nach (g.) p. 42 auch so: 

und hat daher, weil -^ = ist [vgl. (Bq.) pag. 39], den Werth Null. 
Somit folgt: 

also nach (12.): ' 

^0 9 difffn (*<>' *o) dxdydz, 

oder was dasselbe ist: 

(19.) G„=-2^, 

WO Oq das erste Glied im Ausdruck der lebendigen Kraft T vorstellt 
[vgl (4.) p. 45]. 


a« 
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Bereohnuiig der ftbrigen G mit einfachem Index. — Nach (d.) 
p. 69 erhält man die Formel: 

deren linke Seite, zufolge (G.) p. 43, verschtmndet] sodass also die For- 
mel die Gestalt annimmt: 

Hieraus aber folgt, falls man die rechte Seite nach Vorschrift der 
Formel (£.) p. 42 behandelt: 

^,(*.,*JA..— j//.?,^^.. + X/;^^.,}. ,-. 2,3,- 

Setzt man hier das j successive = 1, 2, und beachtet, dass -ghf = 0, 
ö-rr = A, -5Trr = B ist, so erhält man: 

Ans der letzten Formel aber ergiebt sich, falls man 1, a, A mit 
2, ßj B vertauscht: 

Mit Rücksicht auf {n.) und (q.) nehmen nun die Formeln (13.), (14.) 
die Gestalt an: 

(».) ö, - 0, 

W e.-»//.föB-'^A),i.. 

Nun ist nach (d.) p. 69: 

also, falls man et, A mit ß, B vertauscht: 

(9'.) nffL'^ '^'^y'^ =fL '^ ^^<^ +ffL S^ '^'y'- 

Aus (v.) und (9).) ergiebt sich aber durch Subtraction eine Gleichung, 
mittelst deren die Formel (r.) folgende Gestalt annimmt: 

WO Aj B die früher [in (4.^ p. 62] festgesetzten Bedeutungen haben. 
Analoge Werthe findet man für 0^,G^^ ,.. [vgl. die Notiz p. 72, oben]; 
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so dass man also für die G mit einfachem Index, nach (6.) und (%,) 
folgende Ausdrücke erhält: 

(20.) Gi = 0, G, = ^ — -^, ö^ = ___^ etc. etc. 

BerecliniuLg der G mit doppeltem Index« — Setzt man: 
J — ffSffi ^jdxdydZy i = 1, 2, 3, • . . 
so ist nach (d.) p. 69: 

Das erste Integral der rechten Seite kann nun, weil A = -g^- ist^ auch 
so geschrieben werden: 

oder nach (y.) p. 41 auch so: 

SSL (*^^' *^i) ^''^y^'' i = 1, 2, 3, . . . 

Somit folgt: 

f^=jXC((^>''»>>)+Ä)'^^^y''^' i'= 1,2,3,... 

Differenzirt man dieses Integral von Neuem, und zwar nach ßy so er- 
hält man, und zwar wieder nach Vorschrift der Formel (d.) p. 69: 

- Das eine der hier auftretenden Integrale lässt sich so darstellen: 

wie sich solches leicht ergiebt mittelst (y.) p, 41. Substituirt man 
diesen Werth und beachtet, dass -^ «» A ist, so erhält man: 

^^j rr ( ao. 30. 301 30A 

+ jXC£^rfa.rfyd., i- 1,2,3,... 

Denkt man sich von dieser Formel diejenige subtrahirt, welche 
entsteht, wenn man J umgekehrt zuerst nach /3, und dann nach a 
differenzirt, so gelangt man zu folgendem Resultat: 
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Setzt mau hier ^' = 1 und beachtet, dass -^ = A ist, so folgt: 

(fr) fL ([- c^- ^*) + ^ - ^] '^ + (*- ^.) b) '^'^ •= 0. 

Nun ist nach (15.): 

(21.) (?„ = 0; 

andererseits aber folgt aus unserer leteten Formel (g.), dass das in (16.) 
angegebene 

(22.) Gi2 ebenfalls = 0- 

ist. — Setzt man femer in (f.) das j = 2, und beachtet, dass -^ «= B 
ist, so folgt: 

IL ([(*«' <^0 + ^ - l5] B - (^^' *0 a) ä. ^ 0, 
woraus mit Rücksicht auf (17.) sich ergiebt, dass 
(23.) . <?8, = 0. 

Setzt man endlich in (f.) das j = 3, und beachtet, dass -^ = f ist, 
so folgt: 

jj« ((<»», <»>0 B + 'y*^ r) de = jX, ((<!>„ %) A + '^ r) d<r, 

oder falls man 2, /3, B mit 3, ^, f vertauscht: 

XC ((<•>., <t>Or + ^^B)c?<r>=jX,((0„0.)A + ^B)d<r. 
Durch Addition dieser beiden letzten Formeln folgt: 

ir([(*..*.)+'^-'^>+[(*.-*.)+'ä^-^>-2(<l'„*.)A)i.-0i 

und hieraus folgt mit Rückblick auf (18.): 
(24.) (?23 = 0. 

Zusammenfassung. — Die soeben erhaltenen Formeln (21.), (22.), 
(23.), (24.) zeigen, dass die 6r's, mit doppeltem Index sämmtlich ver- 
schwinden, so dass man also für die Grösse ^ (11.), durch Substitution 

der in (19.), (20.) für Gq, O^, Gg, G^, G^, , erhaltenen Werthe, 

den Ausdruck erhält: 

(25.) 6 = -2-^ + ^-g^-^j^+^^-;^;y +•••• 
Q. e. (2. 
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§ 21. 

Ueber die Bewegung eines starren Körpers im Innern einer 

incompressiblen Flüssigkeit. 

Wir beginnen mib gewissen allgemeinen Ueberlegungen. Ist die 
gegebene Flüssigkeit von beliebig vielen und beliebig sich bewegenden 
Flächen begrenzt, und überdiess der Einwirkung äusserer Kräfte aus- 
gesetzt, deren Potential F= V{x, y, z) als eine gegebene Function 
der Coordinaten sich darstellt, so wird die Flüssigkeit, falls sie in 
irgend einem Augenblick wirbelfrei sein sollte, fortdauernd wirbelfrei 
bleiben. Dieser schon früher (p. 15) constatirte Satz ist an die Vor- 
aussetzung gebunden, dass heine Reibung stattfindet, weder innere noch 
äussere. 

Demgetnäss wird also z. B, das Wasser in einem Glase, falls das- 
selbe zu Anfang in Ruhe, mithin wirbelfrei ist> durch Umrührten mit 
einem Stabe niemals in wirbelnde Bewegung gerathen können, — vor- 
ausgesetzt, dass die Reibung als Null betrachtet werden soll. Dieser im 
ersten Augenblicke sehr sonderbar erscheinende Satz fordert zu einer 
genaueren Controle auf, und namentlich zur Beantwortung der Frage: 
welcher Art denn die Bewegung sei, die unter den genannten Umständen 
entsteht. 

Zu diesem Zweck wollen wir einen starren Körper im Innern der 
Flüssigkeit in kreisförmiger Bahn herumlaufen, oder (besser ausgedrückt) 
um eine feste Axe sich drehen lassen. Zuvor aber wird es zweckmässig 
sein, den Fall einer fortschreitenden Bewegung des Körpers ins Auge 
zu fassen. Dabei mag der Einfachheit willen, im einen wie im andern 
Falle, angenommen werden, dass die gegebene Flüssigkeit nach allen 
Seiten ins Unendliche reicht, dass sie nämlich nach Aussen hin be- 
grenzt sei 

(1.) von einer unbeweglichen KugelfläcJie 6^, deren Radius unendlich 
gross ist, und deren Mittelpunkt irgendwo im Endlichen liegt. 

§ 22. 

Erster Fall: Der starre Körper befindet sich im Innern der Flüssig- 
keit in einer blos fortschreitenden Bewegung. 

Wir stellen uns folgende Aufgabe: Durch irgend welche Vor- 
richtungen sei die Beweglichkeit des Körpers in solcher Weise be- 
schränkt, dass er nur sich selber parallel in der Richtung der o^Axe 
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fortschreiten kann*). Abgesehen von den Dxuckkräften, mit welchen 
Korper und Flüssigkeit gegenseitg aufeinander wirken, mögen noch 
gegebene ä/ussere Kräfte vorhanden sein, welche theils auf den Körper, 
theils auf die Flüssigkeit influiren. Was die auf den Körper aus- 
geübten äusseren Kräfte betrifft, so mag die Summe ihrer a:-Compo- 
nenten mit X. bezeichnet sein. Und was andererseits die auf die 
FlüssigTceit einwirkenden äusseren Kräfte anbelangt, so mag ihr Poten- 
tial V = V{Xy y, z) heissen. 

Ausserdem sei gegeben der Anfangsmstand des Körpers, und eben- 
so dei der Flüssigkeit, und zwar letzterer als ein wirhelfreier. Es soll 
die unter diesen Umständen stattfindende Bewegung des Körpers näher 
untersucht werden. Dabei mag die Gestalt des Körpers eine beliebige 
sein, etwa die einer Kugel, eines Ellipsoids, eines Ringes, u. s. w. 

Bemerkung. — Was den als wirhelfrei Yoransgesetzten Anfangs- 
zuBtand der Flüssigkeit betrifft, so sind zwei Fälle zn unterscheiden, je 
nachdem der von der Flüssigkeit eingenommene Baum fR einfach zu- 
sammenhängend ist, oder nicht. Im erstem Fall ist nämlich der An- 
fangszustand der Flüssigkeit darch den des Körpers bereits mitbestimmt 
[vgl. die Sätze (2.), (3.), (4.) p. 26]. Im letztem Fall hingegen wird der 
Anfangszustand der Flüssigkeit erst dann bestimmt sein, wenn ausser 
dem Anfangszustande des Körpers noch gewisse durch den Anfangs- 
zustand der Flüssigkeit charakterisirte Constanten x, %\ %\ . . . gegeben 
sind [vgl. die Sätze (2.), (3.) p. 31]. 

Denkt man sich im Innern des Körpers einen bestimmten Punct 
(etwa seinen Schwerpunct) markirt, und die rr-Coordinate dieses Punctes 
mit %y ferner die liiasse des Körpers mit M bezeichnet, so ergiebt sich 
fdr die Bewegung des Körpers die Differentialgleichung: 

(2.) Jlfg = X + Xp, 

wo X die schon genannte Bedeutung hat, während KP die a;-Com- 
ponenten derjenigen Wirkungen vorstellen soll, welche auf den Körper 
ausgeübt werden durch den Druck der umgebenden Flüssigkeit 

Itfittelst dieser Gleichung (2.) ist £ zu bestimmen als Function 
der Zeit t Nehmen wir vorläufig an, diese Function i = f(f) wäre 
bereits bestimmt, und der Körper bewege sich also nach Massgabe der 
Gleichung j = f{t) in vorgeschriebener Weise, so können wir sofort 
alle Sätze und Formeln imserer allgemeinen Theorie in Anwendung 


*) Man kann sich z. 6. den Körper durchbohrt denken von zwei einander 
parallelen unendlich langen und unendlich dünnen Drähten, deren Lage absolut un- 
beweglich ist. . Und man kann demgemäss sagen , der Körper sei beweglich längs 
eines gegebenen festen Geleises. 
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bringen. Statt der beliebig vielen Parameter a, ß^ y^ d, . . ., von denen 
in der allgemeinen Theorie die Rede ist, haben wir dabei im gegen- 
wärtigen Fall nur einen Parameter^ bezeichnet mit £*). 

Wir wollen insbesondere das Prindp der lebendigen Kraft: 

(^•) At -Jt^ (^«l. P. 37), 

anwenden; wo T die lebendige Kraft der Flüssigkeit, W das auf sie 
einwirkende Gesammtpotential, und dL die von ihr während der Zeit 
dt auf den Körper ausgeübte Arbeit Yorstellt. Diese Arbeit dL besitzt 
offenbar im gegenwärtigen Fall den Werth: 

(4.) dL = XHi, 

wo (2£ den Zuwachs der Coordinate j: während der Zeit dt bezeichnet. 
Ferner ist: 

(5.) r=0„ + 0„(§y; (vgl. p. 45). 

Die Grössen 6^ und Q^^ hängen im gegenwärtigen Fall lediglich von 
£ ab, d. h. sie hängen lediglich ab von der relativen Lage des Körpers 
mr Kiigdflädie ö^ (1.). Diese relative Lage aber bleibt, weil alle 
Puncte jener Kugelfläche unendlich fern sind, stets dieselbe. Folglich 
sind Qq und Q^^ Constanten. 

Ferner gilt für W die Formel: 

(6.) W^ Q fff^ Vdxdydz, (vgl. p. 13), 

die Integration erstreckt über alle Yolumelemente dxdydz des von der 
Flüssigkeit eingenommenen Raumes 91. Nun kann aber gesetzt wer- 
den: 91 = 91^ — 91/, falls man nämlich unter 91^ den ganzen Innen- 
raum der Kugelfläche 6^, andrerseits aber unter 91/ den Innenraum 
des gegebenen Körpers versteht. Demgemäss kann die Formel (6.) 
auch so geschrieben werden: 

(7.) W = Q JJJ^^ Vdxdyde - q JJJ^ Vdxdydz. 

Offenbar ist das erste dieser beiden Integrale eine Constanie: 

(«•) ff SSS^.^'^^'^^y^'' =- ^- 

Bezeichnet man femer den Werth des zweiten mit W^: 
(ß-) * qJJJ Vdxdydz =Wi, 

*) Auch im Folgenden werde ich die Parameter a, (?, y, S^ . . . , durch welche 
die augenblickliche Lage der die Flüssigkeit begrenzenden Flächen sich bestimmt, 
hei specialen Ätnoendungen stets mit deutschen Buchstaben (wie ;, ^, 5, S etc. etc.) 
beseichnen. 
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SO reprasentirt ofiFenbar W^ dasjenige Gesammtpotentiai; welches die 
dem Potential V entsprechenden äussern Kräfte auf den betrachteten 
starren Körper ausüben würden, falls seine Materie identisch wäre mit 
derjenigen der gegebenen Flüssigkeit. Durch Substitution der Werthe 
(«.), (/J.) in (7.) erhält man: 

(8.) W=G-Wi, 

mithin: 

/QN dW_ dW^ _ _ dW^ ^ _xj^ 

^ -' dt dt ~ dl dt ~ ^ dt^ 

wo alsdann X^ die a;-Componente derjenigen Wirkung vorstellt^ welche 
die dem Potential V entsprechenden Kräfte auf den Körper ausüben 
würdeny falls seine Materie identisch wäre mit derjenigen der gegebenen 
Flüssigkeit 

Substituirt man die Werthe (4.), (5.) und (9.) in die Formel (3.), 
so erhält man: 

(10.) ^4(e. + e„(^)')+z>ä|__x.§. 

also weil 6^ und O^^ Gonstanten sind: 

(11.) 2e„g = -z>-z*. 

Substituirt man endlich den hieraus für X^ sich ergebenden Werth in 
(2.), so folgt: 

(12.) (Jf+20,OS = X-X>. 

Vergleickt man diese Fonnd mit derjenigen , welche unter sonst 
gleichen Umständen für die Bewegung des Korpers im leeren Raum 
gelten würde ^ d, i. mit der Formel: 

so bemerkt man einen doppelten Unterschied. 

Einerseits nämlich ist eine dem Prindp des Archimedes entsprechende 
Verminderung der einwirkenden Kraß eingetreten, indem X in {X— X^ 
sich verwandelt hat. Und andererseits ist eine Zunahme der Trägheit des 
Körpers eingetreten, indem M in (Jf + 20n) übergegangen ist. 

Dabei bezeichnet O^^ eine stets positive Constante^ die lediglich 
von der Gestalt des gegebenen Körpers abhängt; wie solches sich leicht 
ergiebt mittelst der Formel (4.) p. 45 und mittelst der Formel (B^), 
(B^.\ (Bsj.), etc. p. 39. 
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Beiläufige Bemerkung. — Wirken von Aussen her keinerlei Kräfte ein, 
weder anf den Körper noch auf die Flüssigkeit, ist also X =» 0, ebenso 

F = 0, mithin auch X-^ = 0, so folgt aus (12.): 

g = 0, d.i.^ = Con8t 

Ist also der Körper im Innern der Flüssigkeit längs eines festen Geleises 
beweglich, und wirken von Aussen her keinerlei Kräfte ein, so wird er 
seine anfängliche Geschwindigkeit in infinit um beibehalten, mithin in 
gleichen Zeiten gleiche Strecken durchlaufen. 

Von der in (12.) auftretenden Kraft X^ haben wir eine deutliche 
Vorstellung (nämlich insofern, als sie dem Princip des Archimedes ent- 
spricht); nicht aber vom Werthe der Constanten Q^^. Will man die 
Constante O^^ berechnen, so muss man zunächst die Bewegung der 
Flüssigkeit kennen. Dies aber lässt sich in speciellen Fällen wirklich 
erreichen, so z. B., wenn 

der gegebene Körper eine Kugel ist. Alsdann nämlich wird der 
von der Flüssigkeit eingenommene Raum 91 einfach zusammenhängend 
sein. Und demgemäss ergeben sich in diesem Fall zur Bestimmung 
des Geschwindigkeitspotentiales O der Flüssigkeit folgende Bedingungen 
[vgl. p. 25»)]: 

(13.) 0, ^-, ö— , ^- stetig, und AO = 0, im Räume 81; 

(14.) U = ^5 cos (N, x) + '^] cos (N, y) + ^^ (cos N, z), an der Ober- 
fläche von 91. 

Die Oberfläche des Raumes 91 besteht theils aus der festaufgestellten 
Fläche <T^ (1.), theils aus der Oberfläche ö der in der Richtung der 
X'Axe fortschreitenden Kugel. Für ein Molecül g, rj, J; der Fläche a^ 

sind daher die Differentialquotienten -^, ^, -^, sämmtlich Null; 

während für ein Molecül g, rj, g der Fläche ry nur -,^, ^ verschwin- 

den, ^ aber = ?. ist. Substituirt man diese Werthe in (14.), so er- 
hält man: 

(15. a) g^ == 0, für die Fläche <y^, 

(15. b) ^J = ^ cos (N, x), für die Fläche <y, 


*) Wir fahren dabei die BedinguDg (I. c) p. 26 hier in derjenigen Gestalt 
auf, welche ihr in (6.) p. 18 zu Theil geworden ist. 
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WO das -^ bezeichnet werden kann als die gemeinschaftliche Geschtmndig- 

Jceä, mit welcher alle Molecüle der Kugel in dem betrachteten Zeit- 
augenblick fortschreiten. 

Ss handelt sich nun darum^ das durch die Bedingungen (13.) und 
(15.a,b) bestimmte Geschwindigkeitspotential <t> wirklich zu berechnen; 
was mittelst der Theorie 'der Eugelfunctionen sich leicht bewerk- 
stelligen lässt. 

Um die Vorstellung zu fixiren, wollen wir unter £ die a;-Coordinat6 
des Kugelmittdpunctes verstehen; und überdiess die :r-Axe von solcher 
Lage uns yorstelleu; dass dieser Punct gerade auf der x-Axe liegt, und 
längs derselben fortschreitet. Ueberdiess mag der Kngelradius R 
heissen. Alsdann ergiebt sich mittelst der genannten Theorie für das 
Geschwindigkeitspotential <t> an irgend einer Stelle (x, y, z) der Flüssig- 
keit folgender Werth: 

\^^') ^— % dt r« > 

wo r die Länge und Richtung einer vom Eugelmittelpunct nach {Xy y, 0) 
laufenden Linie bezeichnet. 

Der Kürze willen werde ich die eigentliche Ableitung der Formel 
(16.) hier nicht mittheilen. Vielmehr werde ich mich darauf beschränken, 
die Richtigkeit derselben nachträglich zu yerificiren, nämlich zu zeigen, 
dass sie den zu erföllenden Bedingungen (13.) und (16. a, b) wirklich 
Genüge leistet. 

Differenzirt man die Formel (16.) nach r, so folgt: 

(«.) ^ = iy^ co,(na:) . 

or dt r' 

Dieser Differentialquotient hat daher auf der Kugeloberfläche <r, d. i. fClr 
f — Ä den Werth: 

Und diese letzte Formel kann man offenbar auch so schreiben: 

wo V die auf a errichtete, in die Flüssigkeit hineinlaufende Normale 
vorstellt. Endlich kann man auf beiden Seiten der Formel die Normale 
V mit der entgegengesetzten (der Flüssigkeit abgewendeten) Normale N 
vertauschen; imd erhält alsdann die zu beweisende Formel (15. b). 
Man kann nun femer den Werth von O (16.) auch so schreiben: 

^ ' 2 dt r» ' 

Nttumaon^ Hydrodynamiicljte Untannohnngen. 6 
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woraus folgt: 

« _ ^ = ^ ^ /'q (^ - t)' _ i.^ 
^~ dx 2 dt V »•' r'J' 

«' = -37= 2 ~dt ^— T» — 

d0 ^4> 30 
Hieraas folgt, dass -^ — , -ö— , -^— für r = oo verschwinden, dass mit- 

^ ox dy dz ' 

hin der za beweisenden Gleichung (15. a) ebenfalls entsprochen wird. | 

Endlich ergiebt sich ans (f.) leicht, dass die Function O auch den | 

Bedingungen (13.) Genüge leistet- Q. e. d. 

Beiläufige Bemerkung. — Denkt man sich im Eugelmittelpunct einen 
kleinen Magneten, dessen Aze mit der x-Axe zusammenfällt, so wird 
dieser Magnet auf einen an der Stelle (x, y, z) befindlichen Magnetpol 
eine Kraft ausüben, deren Componenten, bis auf einen constanten Factor, 
identisch sind mit den in (x^ y, z) vorhandenen Geschwindigkeitscom- 
ponenten u^ v, w. Solches ergiebt sich leicht aus den Formeln (J.) | 

und (e.)* I 

j 
Nachdem O gefunden ist, ergiebt sich jetzt die lebendige Kraft T 

der Flüssigkeit mittelst der Formel: I 

(17.) 'T= I ///^ (<D, <D) dxdydz, [vgl. (2.) p. 44], 

einer Formel, die auch so geschrieben werden kann: 

(18-) T^\ {ff^ m^'^+ff'^H ^*«)' t^s'- ^y^ p- ^1^' 

die eine Integration ausgedehnt über alle Elemente der Eugeloberfläche 
tf, die andere über alle Elemente der unendlich fernen Fläche <y_. 

/ OD 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (15. a, b): 

(19-) T=\ff<i>{-^^co^{R,x))da, 


also durch Substitution des Werthes (16.) 

(20.) T='-^{^yffcos>(B,x)d6, 

oder, weil das hier auftretende Integral (wie man leicht findet) 
= ^ 2?« ist: 

(21.) • T=^(gf. 
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Und hieraus endlich ergiebt sich durch Vergleich mit der früher an- 
gegeben allgemeinen Formel (5.), dass die Oonstanten 6^ und Q^^ für 
den Speciallfall der Kugel folgende sind: 

(22.) e, = o, e„ = ^. 

Die in (12.) auftretende Gonstante 26^1 ist somit nichts Anderes als 
die Hälfte derjenigen Flüssigkeitsmasse, welche im Räume der ge- 
gebenen Kugel Platz finden würde. (Vgl. Kirchhoffs Vorl. über Math. 
Physik, 1876, p. 244.) 

§23. 

Zweiter ihUi Der starre Körper befindet Bich innerhalb der 
Flüssigkeit in Rotation tun eine feste Axe. 

Dabei mag der Körper von beliebiger Gestalt, und sein Abstand 
Yon der festen Drehungsaxe beliebig gross sein; und diese Axe mag 
identisch sein mit der a;-Axe des Coordinatensystems. 

Im üebrigen machen wir dieselben Voraussetzungen wie zu An- 
fang des vorhergehenden § (p. 77). Was insbesondere die auf den 
Korper von Aussen her einwirkenden Kräfte betrifft, so mag das 
Drebungsmoment, mit welchem dieselben den Körper um die iC-Axe 
zu drehen bestrebt sind, D genannt werden. 

Für die Bewegung des Körpers ergiebt sich alsdann die Diffe- 
rentialgleichung : 

(23.) M Jl = D + D", 

wo ^ den Drehungswinkel, M das Trägheitsmoment des Körpers, und 
D^ das Drehungsmoment derjenigen Wirkungen vorstellt, welche auf 
den Körper ausgeübt werden durch den Druck der umgebenden Flüssig- 
keit. Um dieses Drehimgsmoment D^ näher zu bestimmen, bedienen 
wir uns des Princips der lebendigen Kraft: 

(24.) iSlt»l)__||, t.g,.p.87]. 

Die während der Zeit dt von der Flüssigkeit auf den Körper aus- 
geübte Arbeit dL hat im gegenwärtigen Fall den Werth: 

(25.) dL = D^d^, 

wo di den der Zeit dt entsprechenden Zuwachs von ^ bezeichnet 
Femer ist 

(26.) T = So + e,; {^y, [vgl. p. 46]. 

6* 


dt 
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Die hier auftretenden Grössen Qq and Q^ hängen lediglich von §^ ab^ 
h. h.: Sie hängen lediglich ab von der relativen Lage des betrachteten 
Körpers zur Eugelfläche ö^ (1.) Diese relative Lage aber bleibt, weil 
jene Fläche unendlich fern ist, stets dieselbe. Folglich sind 6^ und G^j 
Constanten. — Endlich ist: 

(27.) W=C- WJ 

wo C und W^ dieselben Bedeutungen haben wie früher in (8.). Aus 
(27.) folgt sofort: 

Voö >k ^ _ 15^ i ^^'^ ^^ — T)J^ 

^^^'^ dt"" dt ~ df~dt~^ dt' 

wo alsdann D^ dasjenige Drehungsmoment vorstellt, welches die dem 
Potential V entsprechenden äusseren Kräfte auf den betrachteten Körper 
ausüben würden, falls seine Materie identisch wäre mit der der ge- 
gebenen Flüssigkeit. 

Durch Substitution der Werthe (25.), (26.) und (28.) in die For- 
mel (24) folgt: 

(29.) ^4(e, + e..(^;) + 2>'^=-D^ 

also weil Oq und G^^ Constanten sind: 

(30.) 20„f!^ = -J>-Di'. 

Substituirt man endlich den hieraus für D^ sich ergebenden Werth in 
(23.), so folgt: 

(31.) (M + 2G,0f^ = 2)-2>'. 

Vergleicht man diese Formel mit derjenigen, wekJie unter sonst 
gleichen Umständen für die Bewegung des Körpers im* leeren Baume 
sich ergeben tvürde, d, i, mit der Formel: 

f^d?~^' 

so bemalet man einen doppelten Unterschied. 

Einerseits nämlich ist eine dem Princip des Archimedes entsprechende 
Verminderung des Drehungsmomentes eingetreten, indem D sich in (D — IP) 
verwandelt hat. Und andererseits ist ein Zuwachs des Trägheitsmomentes 
entstanden, indem M in (M + 2Gii) sich verwayidelt luit 

Dabei sei bemerkt, dass die Constante G^^ stets positiv ist, und 
lediglich abhängt von der Gestalt des gegebenen Körpers; wie solches 
sich leicht ergiebt mittelst der Formel (4.) p. 45 und mittelst der 
Formeln (B^.), {B^.), (B^.), etc. p. 39. 
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Beiläufige Bemerkimg. — Wirken von Aussen her keinerlei Kräfte ein, 
ist also 2) =- 0, ebenso F =■ 0, mithin auch iV — 0, so folgt aus (31.): 

dt* ^' 

• so dass also in diesem Fall die Rotationsgeschwindigkeit des Körpers 
constant sein wird. 

Sowohl die Constante 6,^, wie auch die Bewegung der Flüssig- 
keit lassen sich näher bestimmen in geeigneten speciellen Fällen^ so 
z. B. wenn 

der starre Körper eine Kngel ist. Für das Geschwindigkeits- 
Potential <t> ergeben sich alsdann, ebenso wie in (13.); (14.) die Be- 
dingungen: 

» 

(32.) 0, g-, -K-, Y' stetig, und A<t> = 0, im Baume 91; 

(33.) l'^ = g cos (N, X) + % cos (N, y) + g cos (N , ^), an der Ober- 
fläche von 91. 

Auch sind die -^, ^, -jr. ebenso wie damals, für die Fläche tf 

dt' dt' dt' ' • 

überall Null, bedürfen aber für die Oberfläche ö der gegebenen Kugel 
noch einer näheren Untersuchung. 

l^kirt man innerhalb der Kugel irgend ein Molecül (S, 17, i), 
und fallt man von hier aus ein Perpendikel X auf die Drehungs- 
axe, d. i. auf die x-Axe^ und bezeichnet man überdiess den Neigungs- 
winkel dieses Perpendikels gegen die feste rry-Ebene mit ^, so ist 
offenbar: 

I = Const., § = 0, 

ly = A cos ^, ^ = — A sm ^ -^, 

S — A sm ^, ^ = + ^^^^t-jj, 

weil A constant bleibt. Beachtet man nun, dass ^7 = ^ ist, so er- 
giebt sich aus diesen Formeln sofort: * 


di 
dt 

= 

0, 


dri 
'dl 

= 

— 

^ dt' 

di 
dt 

= 

+ 

di 
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Somit folgt aus (33.): 

(34. a) 1^ -= 0, auf der Fläche <y^; 

(34. b) U = («2 cos (N, ;?) - e cos (N, y)) ^, auf der Fläche <y. 

Um die Vorstellung zu fixiren^ nehmen wir an, der Eugelmi^^ 
pund befinde sich in der yz-'Eibene, und beschreibe daselbst um den 
Anfangspunct des Goordinatensystems einen Ereis vom Radius h Da 
es femer einerlei ist, welchen Augenblick der in Rede stehenden Rota- 
tionsbewegung wir in Betracht ziehen, so wollen wir der Bequemlich- 
keit willen den Augenblick nehmen, in welchem der Eugelmittelpunct 
gerade auf der y-Axe liegt. In diesem Augenblicke gelten alsdann 
für die Coordinaten |, ^, S irgend eines Oberflächenelementes d6 die 

Formeln: 

I = JB cos (JB, x) = — B cos (N, a?), 

(35.) ly = B cos (iJ, y) -f i R cos (N, y) -f l, 

g = jR cos (B, z) = — B cos (N, jer), 

wo i2 die Lage und Richtung des nach d6 laufenden Eugelradius vor- 
stellt, während N die diesem Radius entgegengesetzte Richtung, d. i. 
die der Flüssigkeit abgewendete Normale bezeichnet. Substituirt man 
die Werthe iy, g (35.) in die Formel (34. b), so erhält man sofort: 

^ = ?cos(N,;^)^; 

sodass also die beiden Formeln (34. a, b) folgende Gestalt gewinnen: 

(36. a) 1^ = 0, auf der Fläche 6^ ; 

(36. b) IS "" S) ^^^ ^^' ^^' *"^ ^®^ ^^^^^® ^' 

Betrachten wir jetzt die zur Bestimmung von erhaltenen For- 
meln (32.) und (36. a, b) ein wenig genauer, so bemerken wir, dass 
dieselben mit den früheren Formeln (13.) und (15. a, b.) identisch sind, 

nur mit dem Unterschiede, dass die dermaligen Grössen -^ und cos (N, x) 

gegenwärtig durch l -^i und cos (N, ^ ersetzt sind. An Stelle der da- 
maligen Werthe (16.) und (21.) werden wir daher im gegenwärtigen 
Fall folgende erhalten: 

(37.) ?OS)^'A 


(38.) T = -^ {l J4)^ 
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In dem betrachteten Zeitaugenblick liegt der Eugelmittelpunct auf 
der y-Axe. Die augenblickliche Geschwindigkeit dieses Mittelpunctes 
ist daher ihrer Richtung nach dargestellt durch eine vom Mittelpunct 
aus parallel zur a-Axe fortlaufende Linie /. Substituirt man diese 
Linie / an Stelle von in der Formel (37.)^ so erhält man: 

(39.) f(^^)££L^. 

Dies also ist der Werth von an einer beliebigen Stelle (x, y^ z) der 
gegebenen Flüssigkeit. Dabei bezeichnet r den Abstand dieser Stelle 
(rc, y, z) vom Eugelmittelpunct, und (r, e) den Neigungswinkel von r 
gegen die augenblickliche Bewegungsrichtung / des Kugel mittelpunctes. 
Somit folgt aus der vorstehenden Formel (39,) sofort, dass die an allen 
Stellen der Flüssigkeit vorhandenen Werthe von O symmetrisch sind in 
Bezug auf jene Linie z. 

Ja noch mehr. Beachtet man, dass in (39.) das Product l -jr die 

Grösse, und / die Richtung der augenblicklichen Geschwindigkeit des 
Kugelmittelpunctes vorstellen, und vergleicht man sodann diese Formel 
(39.) mit der früherem (16.), so gelangt man zu folgendem durch Ein- 
fachheit ausgezeichneten Satze: 

Befindet sich im Innern der Flüssigkeit eine Kugel, welche in gleich- 
förmiger oder ungleichförmiger Rotation begriffen ist um eine ge- 
gd>ene feste Aae, und bezeichnet man in irgend einem Zeitaugenblick t die 
Greschunndigkeit des Kugelmittelpunctes ihrer Grösse und Richtung nach 
mit SB, so werden für diesen Äugenblick die Werthe des Geschunndigkeits- 
Potentials <t>, und folglich auch die Bewegung der Flüssigkeit von genau 
derselben Beschaffenheit sein, als hätten in diesem Augenblicke sämmt- 
liche Molecüle der Kugel jene mit SB bezeichnete Geschunndigkeit 

Die durch die gegebene Rotationsbewegung der Kugel hervor- 
gerufene Bewegung der Flüssigkeit ist mithin für jeden einzelnen Zeü- 
augenblick von solcher Beschaffenheit, als wäre sie hervorgerufen durch 
eine gewisse blos fortschreitende Bewegung der Kugel, 

Hiemit aber ist die in § 21 (p. 76) aufgeworfene Frage beant- 
wortet. Auf Grund gewisser allgemeiner Ueberlegungen sprachen wir 
damals den Satz aus: Das Wasser in einem Glase kann, falls dasselbe 
zu Anfang in Ruhe, mithin wirbelfrei ist, durch Umrühren mit einem 
Stabe niemals in eine wirbelnde (d. i. mit Wirbeln behaftete) Bewegung 
geraihen, — vorausgesetzt, dass die Reibung als NuU betrachtet werden 
soll, und dieser Satz wird uns nach Absolvirung des soeben be- 
handelten Beispieles nicht mehr wunderbar erscheinen. 
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Vergleicht man schliesslich noch die Formel (38.) mit der all- 
gemeinen Formel (26.), so sieht man, dass die Constanten Qq und 0^ 
für den specieUen Fall der Kugd folgende sind: 

(40.) 00 =.0, e„ = ^p, 

WO l den Abstand des Kugelmittelpunctes von der festen Drehungsaxe 
bezeichnet. Nun machte sich [vergl. (31.)] bei der Bewegung des 
Körpers resp. der Engel im Itmem der Flüssigkeit an Stelle des eigent- 
lichen Trägheitsmomentes M ein etwas grösseres Trägheitsmoment 
geltend, vom Werthe (M + 29^), also nach (40.) vom Werthe 

M -| 1 — P j. Dieses grössere Trägheitsmoment kann somit be- 
zeichnet werden als dasjenige, in welches M sich verwandelt, sobald 
man im Eugelmittelpunct noch einen Massenpunct hinzuf&gt, dessen 
Masse halb so gross ist als die im Räume der Kugel Platz findende 
Flüssigkeitsmasse. 

§ 24. 
Beiläufige Betraohtongen« 

Die Flüssigkeit sei äusserlich wieder begrenzt von der festauf- 
gestellten Fläche ö^ (1.). Im Innern der Flüssigkeit mögen zwei 
starre Bevolutionskörper ^^ und ^^ vorhanden sein, deren geometrische 
Axen auf der ^-Axe des Coordinatensystems liegen, und längs dieser 
nach Belieben fortschreiten können. Auch mag der Einfachheit willen 
vorausgesetzt sein, dass die beiden Körper ^^ und ft^ neben der eben 
genannten fortschreitenden Bewegung keine drehende Bewegung an- 
zunehmen im Stande sind. Die Körper können Kugeln oder Bevo- 
lutionsellipsoide, aber z. B. auch Ringe sein. 

Auf das aus der Flüssigkeit und den Körpern ß^, ^ bestehende 
System mögen von Aussen her keinerlei Kräfte einwirken, sodass z. B. 
F BS ist. Der Anfangszustand des Systems sei beliebig gegeben, 
jedoch symmetrisch zur x-Aze; und insbesondere sei der Anfangszustand 
der Flüssigkeit ein wirbelfreier (vgl. 'übrigens die Bemerkung p. 77). 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Bewegung der beiden Körper 
im weiteren Verlaufe der Zeit näher zu untersuchen, und namentlich 
auch die Besultanten derjenigen Druckkräfte zu bestimmen, welche in 
irgend einem Augenblick t auf die Körper ausgeübt werden von der 
umgebenden Flüssigkeit Diese Resultanten fallen offenbar (wie aus 
der Symmetrie unserer Annahme folgt) in die Linie der x-Axe, und 
mögen demgemäss mit J^^ und X| bezeichnet sein. 
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Markirt man irgendwo im Innern von ^^ und ^ zwei bestimmte 
Puncte (etwa Aie Schwerpuncte der beiden Körper), bezeichnet man 
ferner die o^Coordinaten dieser Puncte mit ^^ und j:^? ^^^ ^^ Massen 
der Körper selber mit M^ und Jlfj, so ergeben, sich (weil äussere Kräfte 
nicht vorhanden sein sollen) die Differentialgleichungen: 

(41.) Mt%=XP und m/^^^. 

Zur Bestimmung von X^ und Xj benutzen wir das Princip der leben- 
digen Kraft: d(T -f TT) = — dL] vgl. p. 37. Dieses Princip nimmt 
im gegenwärtigen Fall, wo F«=0, mithin auch TF«=0 ist, die Ge- 
stalt an: 

(^•) %--% 

oder, falls man für dL seinen Werth substituirt, die Grestalt: 

Wir wollen jetzt das Princip der lebendigen Kraft zum Bweiten 
Med in Anwendung bringen, und zwar diesmal auf das ganae (aus der 
Flüssigkeit und den Körpern S^, ^^ bestehende) System. Da auf 
dieses System von Aussen her keinerlei Kräfte influiren^ so muss nach 
dem genannten Princip die ld)endige Kraft des Systems fortdauernd 
constant bleiben, also die Formel gelten: 

(44.) r + f (^y + ^ (^y - Oon,i 

Nimmt man nun an, die Dichtigkeiten der beiden Körper seien ver- 
schwindend Mein, mithin ihre Massen M^ und M^ ebenfalls verschmn- 
dend klein, gleich Null, so ergiebt sich aus (44.): T=Const., folg- 
lich aus (43*): 


oder was dasselbe ist: 


^1 dt ^ ^s dt ^' 


^1 -^2 dt ' dt 


Also der Satz: Sind die Dichtigkeiten der Körper Si und ft, ^^^' 
schwindend klein, so werden die Resultanten X^ und Xp der auf die 

Körper ausgeübten Druckkräfte in jedem Augenblick umgekehrt propor- 
tional sein mit den Oeschmndigkeiten der beiden Körper, (abgesehen vom 
Vorzeichen. Aber dieser Satz ist unrichtig. Und die Ableitung der beiden 
letzten Formeln zeigt eben nur, wie leicht man bei der Operation mit 
unendlich kleinen Massen in Irrthümer verfallen kann. 
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Die Formeln (41.), (42.), (43.), (44.) sind unanfechtbar. Aus der 
Formel (44.) aber folgt bei strenger Behandlungs weise: 

Diess mit (43.) combinirt, erhält man: 

(46.) 3f,^(§_Z?) + 3f,t(?^-^?) = 0- 

Diese letzte Formel (46.) reducirt sich aber, mittelst (41.), auf die 
identische Gleichung <» 0, und giebt also über die gesuchten Kräfte 
Xj und Xp keinerlei Aushmft. 

§ 25. 
Fortsetzung. Einschriknkung auf einen speoielleren FalL 

Wir wollen annehmen, die Beschaffenheit und der Anfangszustand 
des ganzen Systems seien symmetrisch zur ye-Ebene, Diese Symmetrie 
wird alsdann im weiteren Verlauf der Bewegung fortdattemd vorhanden 
sein; sodass also z. B. fortdauernd 

(«.) Xj = — Zf und rfEi = — rfjj, 

mithin: » 

sein wird. 

Auch folgt aus dieser Symmetrie, dass die zu Anfang in der 
ye-TSbene befindlichen FlQssigkeitstheilchen fortdauernd in dieser Ebene 
bleiben. Demgemäss figurirt diese Ebene« gewissermassen als eine feste 
Wand, auf welcher die betreffenden Theilchen fortdauernd zu verharren 
gezwungen sind. Und demgemäss können wir unsere Betrachtung be- 
schränken auf die eine Hälfte der gegebenen Flüssigkeit, etwa auf die- 
jenige, welche auf der positiven Seite der yz-Ebene liegt, indem wir 
diese Hälfte uns äusserlich begrenzt vorstellen theils von der yje^Ebene 
selber, theils von dem betreffenden Theil der Fläche ö^ (1.). 

Derjenige der beiden Korper ß^ und ^^y ^^^ ^^ dieser Flüssig- 
keitshälfte enthalten ist, mag schlechtweg mit ft . (ohne Index) be- 
zeichnet sein. Für denselben ergiebt sich die Differentialgleichung: 

(47.) -^ S = ^^ t^8^- (*^')^- 

Femer erhält man nach dem Princip der lebendigen Kraft: rfr= — dL, 
wo T die lebendige Kraft der betrachteten FlüssigkeitsAöZ/fe, und dL 
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die von dieser Flüssigkeit auf den Körper ^ ausgeübte Arbeit vor- 
stellen. Diese Formel dT ^= — dL nimmt; falls man für dL seinen 
Werth substituirt; die Gestalt an: 

^^^'> dt ^ dt 

Die lebendige Kraft T hat aber den Werth: 

(49.) r = 00 + 0n (^)* [Tgl. (3.) p. 45] ; 

wo 9o und 011 Functionen von j sind*\ Substituirt man diesen Werth 
(49.) in (48.), so folgt: 

(BO.) ^(e.+e.,(§)')--x-.§, 

oder was dasselbe ist: 

("•) 'ri + '-w (^)" + ^«.. w — X'- 

Substituirt man den Werth der Kraft X^ (51.) in die Differential- 
gleichung (47.), so folgt: 

(52.) (M+20jg = -^^-?g.(§y. 

Ist nun, wie wir annehmen wollen, der Kaum des Körpers Ä einfach 
zusammenhängend (was z. B. der Fall sein wird, wenn der Körper eine 
Kugel oder ein EUipsoid), und gilt mithin Gleiches auch von dem 
Räume 9t der Flüssigkeit, so verschtmndet das Qq (vgl. den Zusatz 
p. 64); wodurch die Gleichung (52.) die einfachere Gestalt erhält: 

(53.) (3f+20jg = -^(§y. 

Diese Gleichung aber kann man, wenn die Geschwindigkeit des Körpers, 

dv ' 
d. i. der Quotient -^ mit U bezeichnet wird, auch so schreiben: 


Vfta M.« Vt^X ^q[fVA\f*IX\J 

SAV m, Al^AU V^ %ß\^tt\J*.\Jt.tMJL\^V TTJia.V«, C«Vt1 

(54.) 

oder auch so: 

1 dU aiogl/M + 20„ dl 
U dt dl dt 

(55.) 

dlogU dlog VJlf -f 201, 
dt ^ dt 


*) Bei der Betrachtang auf p. 78 waren 6^ und 0,i Constante. Das ist offenbar 
g^enwärtig nicht mehr der Fall, weil die relative Lage des Körpers 5^ zur Um- 
grenzung der betrachteten FlÜ88igkeitsM?/]fe bei der Bewegung des Körpers von 
Augenblick zu Augenblick eine andere wird. 
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Hieraus folgt durch Integration: 

log U = log C— log ]/J[f+ 20,1, 
oder was dasselbe ist: 

(56.) ^ = U = "" 


WO C eine durch den Anfangszustand sich bestimmende Integrations- 
Constante vorstellt. 


lieber die Bewegung einer Kugel im Innern einer Flüssigkeit, 

welche auf einer Seite yon einer festen Ebene begrenzt ist, nach 

allen ftbrigen Seiten aber ins Unendliche sich ausdehnt. 

§ 1. 

Vorläuflge Bemerkungen. 

Im Jahre 1839 publicirte Lame im vierten Bande des Liouyille- 
schen Journals seine Untersuchungen sur Vequüibre des temperatures 
dans un eUipsaide ä trois axes inegauXy — eine Arbeit^ welche im Ge- 
biete der Mathematik und mathematischen Physik wohl zu den glän- 
zendsten Leistungen unseres Jahrhunderts zählen dürfte. Diese Arbeit, 
in welcher zum ersten Mal die Parameter eines orthogonalen Flächen- 
systems als Goordinaten benutzt sind'*'), musste fast von selber zu ähn- 
lichen Versuchen anregen, und den Gedanken nahe legen, dass die 
dort exponirten Methoden bei geeigneter Abänderung vielleicht auch 
anwendbar sein könnten auf ai%dere orthogonale Flächensysteme, z. B. 
auf dasjenige^ welches durch Umdrehung eines orthogonalen Kreis- 
systemes, unter Hinzunahme der betreffenden Meridianebenen, sich 
ergiebt. 

Als ich etwa im Jahre 1858 derartige Ueberlegungen mit einiger 
Beharrlichkeit zu verfolgen begann, und dabei auf mancherlei Schwierig- 
keiten stiess, beschloss ich, das unbekannte Terrain zuerst durch Unter- 
suchungen, die in paralleler Richtung fortgehen, und weniger Schwierig- 
keiten darbieten; näher zu recognosciren. Auf diese Weise entstanden 
meine Untersuchungen über die analogen Probleme der Ebene (resp. 
über das logarithmische Potential)^ welche zuerst die confocalen Kegel- 
schnitte, sodann die orthogonalen Kreise, später geimsse Ctirven vierter 
Ordnung etc. betrafen, und schliesslich zu gewissen allgemeinen Be- 


*) Jacobi hat in dieser Beziehung die Priorität Lame's ausdracklich hervor- 
gehoben. Man vgl. Jacobi's gesammelte Werke, 18B2, Bd. II, p. 63. 
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trachtungen und aUgemeineti Sätzen mich hinleiteten. Von alF diesen 
Arbeiten habe ich allerdings nur den zuletzt genannten allgemeinen 
Theil publicirt; übrigens auch diesen nicht einmal vollständig, im 
Jahre 1861, unter dem Titel: Ueber die Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichung -g— j + ö-j = 0, Grelles Journal, Bd. 59. p. 335. 

üebrigens habe ich jene specieUeren und nicht pablicirten Theile 
meiner damaligen Arbeit, jene Theile, die über confocale Kegelschnitte, 
orthogonale Kreise u. s. w. handelten, mehrfach znm Gegenstande meiner 
Vorlesungen und Seminaraufgaben gemacht. Auch hat einer meiner 
Schüler, Herr Oberlehrer Dr. Metttzner auf meine besondere Veranlassung' 
den über Kegelschnitte handelnden Theil in selbstständiger Weise aus- 
geführt, und die Ergebnisse seiner Untersuchungen in den Mathem. 
Annalen, Bd. 8, veröffentlicht. 

Während dieser Vorarbeiten, bei denen ich, durch mehrere in jene 
Zeit fallende Publicationen iame's*), sowie auch durch einige Be- 
merkungen in dem bekannten Briot-Bouquef sehen Werke**), einiger- 
massen unterstützt wurde, behielt ich mein eigentliches Ziel, nämlich 
die Behandlung orthogonaler Flächensysteme, und in erster Linie die 
Behandlung der dem orthogonalen Kreissystem entsprechenden Bota- 
tionsflächen fortdauernd im Auge. Es eröffneten sich mir dabei im 
Verlauf meiner fortgesetzten Bemühung, wie solches wohl häufig bei 
der Behandlung schwieriger Themata der Fall sein wird, allmählig 
0wei Wege, von denen ich alternirend bald den einen bald den andern 
benutzen konnte, um jedesmal eine kleine Strecke vorwärts zu kommen. 
Später, bei meiner schliesslichen Publication über diesen Gegenstand, 
im Jahre 1862, habe ich dann, der bessern Uebersichtlichkeit willen, 
diese beiden Wege von einander getrennt, den einen nach dem andern 
mitgetheilt, und den einen als „geometrische'^, den andern als „ana- 
lytische" Methode bezeichnet. Das Werk selber dürfte deutlich zeigen, 
wie ich dabei allmählich zur Construction gewisser geometrischer Bunct- 
reihen hingeführt wurde, die ich damals als conjugirte Puncte bezeichnete. 
Üebrigens betrachtete ich das Werk, seiner ganzen Entstehung nach, 
als eine Arbeit, welche sich an jene zu Anfang genannte Lam^'sche 
Untersuchung in bescheidener Weise anlehnt. Demgemäss wurde das- 
selbe von mir betitelt als handelnd iS>er den stationären Temperatur- 


'*) LanU: Legons sur les ^oordonneea ctwvüignes. Paris 1869. Und femer: 
Lami: Legons sur la thSorie ancäytique de la Chaleur. Paris 1861. 

**) Briot et Bottquet: Thiorie des fontions doublement pSriodiques. Paris 1859. 
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Bestand in einem von zwei nicktconcentrischen Kugelflächen hegreneten 
Körper; HaUe bei Schmidt, 1862*). 

Unmittelbar im Gange meiner Betrachtungen lag es nun auch, 
jenes orthogonale Kreissystem um eine zweitej gegen die früher ge- 
wählte Umdrehungsaxe senkrecht stehende Axe rotiren zu lassen, und 
die alsdann entstehenden ringförmigen Flächen der entsprechenden .Be- 
handlongsweise zu unterwerfen. Dies ist in der That von mir aus- 
geführt worden in meinem Werk Ober die Wärme- und Elektricttäts- 
veriheihing in einem RingCy Halle, Verlag der Buchhandlung des Waisen- 
hauses, 1864. 

Dass air diese Untersuchungen unmittelbar übertragbar seien auf 
die Theorie der Elektrostatik, bedurfte für den Sachverständigen kaum 
noch einer weiteren Bemerkung. Zum Ueberfluss habe ich übrigens 
in der Einleitung des Werkes von 1862 (über die excentrischen Kugel- 
flächen) noch speciell exponirt**), in welcher Weise diese Untersuchungen 
auf die Elektrostatik übertragbar sind, und insbesondere darauf hin- 
gewiesen, dass man mittelst meiner Methode von Neuem hingelangen 
kann zur Losung der schon von Poisson behandelten Aufgabe über die 
elektrische Vertheilung in zwei Kugeln. Zugleich habe ich dort be- 
merkt, dass meine Methode, der Poisson'schen gegenüber, den Vorzug 
der grosseren Einfachheit und zugleich auch den der grösseren All- 
gemeinheit besitzt, insofern als sie auch dann noch zum Ziele führt, 
wenn die Kugeln dem Einfluss gegebener äusserer Kräfte ausgesetzt 
sind, was bei der Poisson'schen Methode nicht der Fall ist. 

Von berufener und unberufener Seite ist Mancherlei gegen meine Ar- 
beiten eingewendet worden. So wurde mir z. B., jedenfalls von letzterer 
Seite, der Vorwurf gemacht, dass mein Werk (von 1862, über die 
excentrischen Kugeln) ziemlich überflüssig sei, weil der Gegenstand ja 
bereits von Toisson absolvirt wäre. Dass meine Methode eine völlig 
andere, eine wesentlich neue sei, und dass sie der Poisson'schen gegen- 
über den Vorzug habe, auch bei Vorhandensein äusserer Kräfte an- 
wendbar zu sein, — das schien der Betreffende nicht zu wissen. 

Von berufener, nämlich sachverständiger Seite her, bin ich dagegen 
darauf aufmerksam gemacht worden, dass die eigentlichen Trincipiefi 


*) Als zugehörig zu diesem Werk ist noch zu erwähnen: erstens eine kurz 
vorher von mir publicirte Schrift über den stationären TemperaturziMtand einer 
Kugel, Halle bei Schmidt, 1861, und femer ein Aufsatz im 62. Bande des Crelle'- 
schen Journal, über das Gleickgemcht der Warme und Elektricität tu einem von 
zwei excentrischen KugeHfiächen begrenzten Körper, 1862. 

**) Ebenso auch im Crelle'schen Journal, Bd. 62, p. 36—49. 
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meiner Methoden nämlich die Einführang der conjugirien Funde and 
andererseits die Einführung der dipolaren CoordincUen schon in den 
Thomson^8chen Aufsätzen von 1845 — 1853 sich vorfinden. Man hätte 
hinzufügen können^ dass die erstere der genannten Ideen auch schon 
in einer Vorlesung meines Vaters vom Wintergemester 1857/58 ent- 
halten ist. 

Dem gegenüber kann ich nur bemerken ; dass ich ohne die min- 
deste Eenntniss dieser theils durch Druck , theils durch Vorlesungen 
erfolgten Publicationen zu meinen Methoden gelangt bin. So z. B. ist 
mir die genannte Vorlesung meines Vaters erst vor einigen Monaten 
durch das von einem der damaligen Zuhörer 0. E. Meyer (jetzt Pro- 
fessor in Breslau), ausgearbeitete Vorlesungsheft bekannt geworden. — 
Selbstverständlich habe ich die Priorität der genannten Autoren ohne 
Weiteres anzuerkennen ^ und demgemäss auf die Originalität eines 
grossen Theils meines Werkes Verzicht zu leisten. 

Trotzdem dürfte in meinem Werke (von 1862, über die excentrüchen 
Eogelflächen) Mancherlei enthalten sein, was von den früheren Autoren 
niemals berührt worden ist, so z. B. die Bestimmung der elektrischen 
Vertheilung auf zwei Kugeln auch für den Fall, dass dieselben der 
Wirkung äusserer Kräfte ausgesetzt sind, femer die ausgezeichmet ein- 
fache Gestalt, welche die Theorie der conjugirten Puncto bei gleichzeitiger 
Anwendung der dipolaren Coordinaten gewinnt*), femer der Uebergang 
von den dipolaren zu den synpolaren Coordinaten, und hiemit Hand in 
Hand gehend der Uebergang von den Kugdfu/ncUonen zu den Bessd*- 
sehen Functionen , endlich die Entdeckung einer Formel, mittelst deren 
eine willkührliche Function zweier Argumente darstellbar ist, durch ein 
nach den Bessel'schen Functionen fortschreitendes Integral, 

Ein genaueres Urtheil über die Frage, welches Verdienst in diesen 
Dingen Thomson, welches meinem Vater, und welches endlich mir ein- 
zuräumen sei, wird sich übrigens Jedermann selbst zu bilden im Stande 
sein. Denn die Publicationen Thomson*s und die meinigen liegen ja im 
Druck vor, und die betre£Fende Vorlesung meines Vaters wird jedenfi^Ua 
in einiger Zeit ebenfalls im Druck erscheinen. Und als Verdienst wird 
doch schliesslich jedem Autor immer nur das anzurechnen sein, was der- 
selbe dem schon yorhandenen Bestand, mag dieser nun durch Druck oder 
durch öffentlichen Vortrag begründet gewesen sein, neu hinzugefügt hat. 

Bei den hier vorliegenden hydrodynamischen Untersuchungen habe 
ich das Instrument der dipolaren Coordinaten und das der conjugirten 


*) Diese einfache Gestalt, welche die Theorie der conjugirten Puncto durch Ein- 
führung der dipolaren Coordinaten gewinnt, drückt sich der Hauptsache nach 
durch vier Sätze aus, die im gegenwärtigen Werk im dritten § des nächstfolgend 
den Abschnitts von Neuem wiederholt werden sollen. Genau dieselben yier S&tse 
sind einige Jahre später Übrigens auch yon JB^t 'publicirt worden. 
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oder SpiegeIrPuncte von Neuem zu benutzen. Da die betreffenden For- 
meln im Allgemeinen wenig bekannt sind; so sehe ich mich genothigt; 
dieselben hier, insoweit als solches für den vorliegenden Zweck erforder- 
lich ist, von Neuem zu entwickeln. Und hiebei werde ich nichi eine 
blosse Becapitulation aus meinem Werke (von 1862) liefern, sondern 
vielmehr den Gegenstand in möglichst verbesserter Form vorzufahren 
mich bemühen, in derjenigen Form, welche derselbe nach mancher 
darüber gehaltenen Vorlesung schliesslich bei mir angenommen hat 
Auch werde ich bei den wichtigeren Sätzen und Formeln den jedes- 
maligen Auior namhaft zu machen suchen, und bitte dabei mich cor- 
rigiren zu wollen, falls mir dies nicht* überall gelungen sein sollte. 


§ 2. 
Einführung der dipolaren Coordinaten. 

Es sei gegeben ein System von Kreisbogen^ welche die vertikale 
Linie AÄ zur gemeinschaftlichen. Sehne haben. Markirt man auf der 
Verlängerung von AÄ einen Punct c, legt man 
ferner von c aus Tangenten an jene Kreisbogen, 
und bezeichnet man die Berührungspuncte dieser 
Tangenten mit a, j3, y, etc., so ist (zufolge des Tan- 
genten-Secanten-Satzes) z. B.: 
(1. «) {caf = {cA) {cA). 

Ebenso ergiebt sich: 

(1. ^ (cßy = (cÄ) (cA'y, 

XL s. w. Somit folgt: 

(2.) (ca) = (cj3) = (cy) = etc. etc. 

Demgemäss befinden sich all' jene Berührungspuncte 
^9 ßi y> ®tc. auf einer um c beschriebenen Kreis- 
Peripherie, welche zugleich die Eigenschaft hat, die 
zu Anfang genannten, über AA' stehenden Kreis- 
bogen orthogonal zu durchschneiden. — Giebt man 
jetzt dem Puncte c auf der Verlängerung von AA' 
irgend welche andere Lage, so erhält man in ana- 
loger Weise eine jsweite Kreisperipherte, di^ wiederum 
jene Bogen orthogonal schneidet, ü. s. w. ü. s. w. 
In solcher Weise erhält man, ausgehend von 
den beiden festen Puncten A, A', welche fortan die beiden Pole heissen 
mögen, zwei zu einander orthogonale Curvensysteme, von denen das 

Kenmann, HydrodynamiBche Untersuchungen. 7 
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eine das System der Bogen, das andere das System der Kreise ge- 
nannt werden mag. Lässt man die ganze Figur um die vertikale 
Linie AA' sieh drehen, so erzeugen jene Bogen ein System von Ro- 
tationsflächen; von denen jede in A und A' nach Art eines Kegels 
gestaltet ist. Demgemäss mögen diese Rotationsflächen weiterhin als 
Conoidflächen bezeichnet werden. Andrerseits erzeugen die Kreise, bei 
einer solchen Drehung der Figur, ein System von Kugelflächen, deren 
Centra sämmtlich auf der Linie AÄ, oder vielmehr auf der Ver- 
längerung derselben sich befinden. 

Der Parameter der Conoidflächen mag o, und derjenige der Kugel- 
flächen d" heissen. Hinsichtlich der Definition dieser Parameter sei 
Folgendes bemerkt: 

Der Peripheriewinkel AaÄ ist offenbar für sämmtliche Puncte a 
einer gegebenen Conoidfläche ein und derselbe] (vergl, die Figur p. 99), 
Dieser Winkel soll der Parameter der Conoidfläche genannt, und mit 
(o bezeichnet werden. Demgemäss ergeben sich der Reihe nach ^ämtnf- 
2icA6 Conoidflächen, wenn man diesen Parameter o varüren lässt zwischen 
den Grenzen: 

(3.) = Ä. 

So z. B. erhält man für m^=n ein unendlich dünnes Conoid, welches 
dargestellt ist durch die gerade Linie AÄ. Ferner wird das Conoid 

ST 

f ür f» B» ~ eine Eugelfläche sein. Endlich wird dasselbe für i» =s 

wiederum unendlich dünn, nämlich durch die beiden Verlängerungen der 
Linie AÄ dargestellt sein. 

Was femer den Parameter der Kugelflächen betrifft, so ist nach 

(1. a): 

{caf = {cA){cÄ), 
mithin: 

{cÄ) : {ca) = (ca) : {cA), 
und folglich: 

A {cÄa) oo A (caJ.). 

Aus der Aehnlichkeit dieser Dreiecke folgt die Proportionalität ihrer 
Seiten, d. i. die Formel: 

{Ä a) {cÄ) {ca) 


W-^^ ; ___ V^**/ s|: 

{aA) • (ca) {cA) 


) 


*) Es sei bemerkt, dass ich die gegenseitige Entfernung zweier Puncte jp, q 
stets als positiv betrachte, und dieselbe nach Belieben bald mit.(pg), bald mit 
(qp) bezeichne. 
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Ist nun tt = v =» w;, so ist auch u = Yvw. Und demgemäss kann die 
letzte Formel auch so geschrieben werden: 


(4.a) 


{aA) V (CÄ)' 


In analoger Weise wird man offenbar fiir den Punct ß folgende For- 
mel finden: 

^*- P^ ißÄ) V {cA) ' 

U. 8, w. ü. s. w. — Diese Formeln (4. a, ß, etc.) 

zeigen, dass der Quotient t—jI für sämmtliche 

Pvincte a der um c beschriebenen Eugelfläche ein 
und denselben Werth besitzt. Und demgemäss mag 
dieser Quotient, oder besser der natürliche Loga- 
rithmus dieses Quotienten als der Parameter jener 
Kugelfiäche festgesetzt, und mit & bezeichnet 
werden. 

Mit andern Worten: Betrachtet man irgend 
eine der von uns construirten Eugelfiächen, und 
nennt man q und q' die beiden Abstände, welche 
ein variabler Punct dieser Fläche von den beiden 

Polen Ä und Ä' besitzt, so hat der Quotient — 

stets ein und denselben Werth, welche Lage man 
jenem variablen Punct auf der betrachteten Eugel- 
fläche auch zu Theil werden lassen mag. Der 
natürliche Logarithmus dieses Werthes soll der 
Farameier der Eugelfläche genannt, und mit %• bezeichnet werden. Also: 



(5.) 


log ^ = *, d. i. ^ = e». 

9 9 


Demgemäss ergeben sich &immtlidie Kugelfiächen unseres Systems, 

wenn man den Quotienten — zwischen den Grenzen oo, oder 

(was dasselbe) den Parameter «d* zwischen den Grenzen 

(6.) ^ = — (X) -f-oo 

variiren lässt. 

Für d" = 0, d. i. — = 1, d. i. 9 = p' erhält man eine unendlich 

9 

grosse Kngelfläche, nämlich die durch die Mitte der vertikalen Linie 


• -C 
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AM hindurchgehende Horizontalebene. Für d = + oo, d. i. — = oo, 

d. i. 9 B» erhält man diejenige unendlich kleine Eugelfläche, welche 

identisch ist mit dem Pole A, Und für d = — oo, d. i. — = 0, d. i. 

^' ssa erhält man wiederum eine unendlich kleine Eugelfläche, nämlich 
den Pol Ä, 

Wir führen ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen rc-Axe 

dargestellt sein mag durch die vertikal nach Oben laufende Linie Ä'A, 

und dessen ye-'Ehene identisch sein soll mit der durch die Mitte 

von Ä'A gehenden Horizimtalebene. Sämmtliche Kugelfiächen unseres 

Systems zerfallen alsdann, je nachdem ihr Parameter %' positiv oder 

negativ ist, in zwei Kategorien. Diejenigen mit positivem Parameter 

liegen oberhalb der ^jer-Ebene, und umschliessen den Pol Ä, Die erste 

derselben (d' = 0) ist die yx^-Ebene selber, und die letzte derselben 

(-9- = -|- oo) der Pol Ä, Andererseits liegen die Kugelfiächen mit 

negativem Parameter sämmtUch unterhalb der yi9-Ebene, und umschliessen 

den Pol Ä\ Die erste derselben (d- = 0) ist wiederum die y^e^-Ebene 

selber, und die letzte derselben (^ö* = — oo) der Pol Ä\ Auch bemerkt 

man, dass je zwei Kugelfiächen, deren Parameter entgegengesetiste Werthe 

haben, von gleicher Grösse sind, die eine das Spiegelbild der andern 

in Bezug auf die yj^-Ebene. 

Um im G^dächtniss zu behalten, dass d* in den Polen A und A^ 
respective die Werthe -|- oo und — oo hat, ist z. B. in der nächst- 
folgenden Figur dem A in Parenthese das Zeichen oo, dem A' das 
Zeichen — oo beigefflgt. und gleiches wird auch geschehen in den 
später folgenden Figuren. 

Jedem Raumpunct (x, y, z) entsprechen bestimmte Werthe von d' 
und G). Sind nämlich q und q' die Abstände des Punctes {x, y, z) von 
den Polen A und -4', so werden die diesem Punct zugehörigen Werthe 
von «d* und o definirt sein durch die Formeln: 

(7.) ^ = log-f, d.i.e^ = -^, 

(8.) © = Winkel (p, p ), vgl. die Figur p. 101. 

Es repräsentirt also das to die scheinbare Grösse der Linie AÄ für 
einen in {x, y, z) befindlichen Beobachter. 

Wir wollen zu ^ und (o noch dasjenige Ammuth q) hinzufügen, 
unter welchem die durch den Punct (x, y, z) gehende Meridianebe gegen 
die feste :ry-Ebene geneigt ist, und diese drei Grössen ^, 0, q> fortan 
die dipolaren Goordinaten des Punctes x^ y, z nennen. 


::■ 
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Bemerkung. — Betrachtet man irgend eine specidle unter den Engel- 
flächen 9 =a Gonst. , nnd bezeichnet man alle Puncto auf dieser Fläche 
mit ff, andrerseits ihren Mittelpunct mit c, so ist nach (4. a): 


mithin: 


(aÄ) V (cA) ' 

(aA') _ 


2 log 


log 771Y; 


{aA) -^ (CA) 
oder mit Bücksicht auf (7.): 

2'8'a = d'cf 

wo alsdann d*^ die <8'-Coordinate air jener Puncte a, d i. den Parameter 

der Kugel fläche, andrerseits aber d^ die ^-Coordinate ihres Mittelpunctes 

vorstellt. Somit ergiebt sich der Satz, dasa für jedwede Kugel fläche 
^ s Const. die Q'-Coordinate des Mittelpuncts doppelt so gross ist als 
der Parameter der Kugelfläche. 

Der Zusammenhang zwischen diesen dipolaren Coordinaten d-, co, q) 
und den rechtwinkligen Coordinaten x^ y, z ist leicht näher angebbar. 
Bezeichnet nämlich 2 a die Länge der Linie 
AÄy und jp den Abstand des Punctes (Xy y, g) 
Yon der o^Axe^ so ist offenbar: 

X — a = p cos By iX'\-a^=^Q cos Sy 

jp (=» (» sin £^ I p = ?.' sin Sy 

wo By B die Neigungswinkel der Linien qy e 
gegen die a;-Axe vorstellen. Hieraus folgt 
sofort: 

(a; — a) + *JP = 9^% (^ + ö^) + ^P = 9^'» 

wo i = y — 1 sein soll. Dividirt man aber 
die beiden letzten Formeln durch einander^ 
so folgt: 

(« — a) + ip _ Q ^i^__^.^ 


{ 


xy^ 


(a; + a) + ip 


Q 


also weil -^ = er^ und b — b' = cd ist 

[vgl. (7.), (8.)]: 

ix + ip)--a ^ ^_^+,.«, 
(Ä + ip) + a 

Diese Formel, nach ä? + ijp aufgelöst, er- 
giebt: 

1 -I- e"-^+«*" 
(9) a; + »1) = a ^ _ ^-^+.., > 
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oder falls man Zähler und Nenner dieses Bruches mit (1 
multiplicirt: 

1 — e 


— p—^—ito 


-,«) 


^ + ^P = ^7—T--^f.uo . .-,a> 


)+e-^^' 


oder, falls man Zähler und Nenner mit e^ multiplicirt: 


X + ip = a 


(ß^ — c"'^) + 2t ai 


81D a 


(e»+c-*)-2 


COS CO 


HiQraus folgt aber durch Sonderung des Reellen und Imaginären: 


(10.) 


X = a 


p = a 


2 sin Ol 


tp 


WO ^ = c'^ + c~^ — 2 cos m ist. 


Nun ist offenbar y=pco^q) und z=^pe\nq), falls nämlich q> (wie 
schon festgesetzt wurde) das Azimuth der durch den Punct {Xy y, z) 
gehenden Meridianebene vorstellt. Somit folgt aus (10.): 


(11.) 


e^ — e~'^ -- 2t8int0' 

x== a ; = a ; , 

2 sin 6) cos qp 

y = « ^ ' 

2 sin (0 sin op 
Z = a ' : , 


wo '^ ^= e^ -\' e~^ — 2 co\i(o = 2 cos 1%^ — 2 cos o ist. 
Aus diesen Formeln folgt z. B.: 
(12.) r« ==a;* + y« + ^* = 4a« ''''' *? " "'"" ** = 4a» «o?*»* - ~i!-^ 

oder, falls mau für V^ seine eigentliche Bedeutung [nach (11).] sub- 
stituirt: 


(13.) 


y j{ COS iO" -\- cos 0) 

COS t& — COS Co ' 


WO r den Abstand des Punctes {x, y, z) vom An^ngspunct des Coor- 
dinatensystems bezeichnet. 

Speclelle Bemerkimgen über Puncte auf der a;-Axe. — Für einen auf 
de ra;-Axe liegenden Punct (^, cd, tp) ist [vgl. (8.)] das eo = « oder = O, 
je nachdem der Punct zwischen den beiden Polen A^ Ä liegt, oder 
ausserhalb der Strecke ÄA* sich befindet. Wir wollen uns hier nur 
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mit dem letztem Fall beschäftigen, weil gerade dieser für unsere spätem 
Untersuchungen von Bedeutung ist. 

Liegt der Punct (9; ca, (p) auf der x-Are, und ausserhalb der Strecke 
ÄÄ\ ist mithin sein i» 3« 0, so nehmen die in (11.) für fft und x an- 
gegebenen Werthe folgende Gestalt an: 

^ = e^ + e-^ -- 2 = (ei^ - e^*^)«, 
oder, ein wenig anders geschrieben, folgende Gestalt: 




(«.) . - V- . - , - ^. 


(p.) 05 = O ^ , 

woraus durch Differentation nach d" sich ergiebt: 

dx 2a 


iy^) 


aa- -v»" 


Da das t^ seiner Bedeutung nach [vgl. s. B. (a.)] stets positiv ist, und 
Gleiches selbstverständlich auch von a gilt, so folgt aus dieser Formel 
(y.), dass die rc-Coordinate eines auf der x-Axe und ausserhalb der 
Strecke AA' liegmiden Punctes bei wachsendem ^ stets abnimmt, 
und umgekehrt bei abnehmendem 0" stets toächst 

Bildet man die Formel (ß.) für irgend zwei Puncto 1 und 2, die 
selbstverständlich beide auf der x-Äxe und beide ausserhalb der Strecke 
AA' liegen sollen, so erhält man: 

e^' + 1 , e^^ + 1 

a;, = a -5—^ — und a?« = a --s. — - — , 

und hieraus durch Subtractiou: 

(^.) a;, — a?2 *= — 2a 


(e^^ - 1) (e^« - 1) 

Mit andern Worten: Bezeichnet m<m den gegenseitigen Abstand zweier 
Puncte 1 und 2, die beide auf der x-Axe, und ausserhalb der Strecke 
AÄ liegen, mit E, so ist: 

— {e^' — 1) (c^« — 1) 

wo dcts Vorzeichen -^ der Art eingerichtet werden muss^ dass der Werth 
des Atisdruckes positiv ist. Ob die Puncto 1 und 2 beide oberhalb J., 
oder beide unterhalb A\ oder ob endlich einer von ihnen oberhalb A, der 
andere unterhalb A' sich befindet, ist für die Anwendbarkeit des Satzes 
durchaus gleichgültig. 


104 


Theorie der dipolaren Coordinaten. 


§3. 

Der gegenseitige Abstand zweier Fnnote, ausgedrückt in den 

dipolaren Coordinaten.*) 

Markirt man irgendwo im Räume zwei Punkte (x, y, z) und {x^, y^, z^), 
und bezeichnet man die neuen oder dipolaren Coordinaten derselben mit 
(-ö-, CD,9?) und (-ö*!, «i, 9i), so ist nach (II.)» 


' — 2» sin id' 

0? «= a 


(14.) 


y 


a 


z = a 



^ 



f 

2 

sini» 

cos 

9 



^ 



} 

2 

sino) 

flin 

9 



^ 


a?i = a 

— 2» Bin t^. 

y, — a 

2 sin Ol cos <Pi 

Zi — a 

2 sin (Dl sin 9, 


WO ^ und ^1 die Bedeutungen haben: 

(15.) iif = 2 cos i& — 2 cos 0, V'i = 2 cos i^^ — 2 cos a^. 

Bezeichnet man nun die gegenseitige Entfernung der beiden Puncte 
mit E: 

(16.) . E' = ix- x,y + (y- y,y + {z - z,y, 

so ergiebt sich durch Substitution der Werthe (14.) nach einiger Rech- 
nung (die hier nicht weiter ausgeführt werden soll) folgende Formel: 

(17.) 

WO cos y die Bedeutung hat: 

(18.) cos y = cos © cos gj^ + sin © sin o^ cos {(p — q>i)> 

* 

Das hier eingeführte y hat übrigens eine einfache geometrische Be- 
deutung. Legt man nämlich durch den gegebenen Pnnct (^, m, q>) einen 
von A nach A' gehenden Kreisbogen, so ist die co-Coordinate des Pnnctes 
durch den Peripheriewinkel dieses Bogens dargestellt , mithin ebenso 
gross wie derjenige Winkel, unter welchem der Bogen selber im Pole 
A gegen die x-Axe geneigt ist (vgl. die beistehende Figur). Und mit 


^2 _ 4^2 2 cos» (a-> -^ i) — 2 cos y 


*) Die dipolaren Coordinaten dürften vielleicht zum ersten Mal von Thomson 
eingeführt sein, im Jahr 1847. Vgl. die Papers on electrostatics and magnetism, 
hy Thomson^ London^ 1872, p. 147. Daselbst findet man bereits die in diesem § 
in (14.) und (17.) für x, y, z und E* angegebenen Formeln, allerdings in anderer 
Bezeichnungsweise. Die von mir gebrauchte Bezeichnungsweise ist genau dieselbe, wie 
in meinem Werke von 1862 über die excentrischen Eugelflächen, nur mit dem 
einen Unterschiede, dass — x statt -f- ^ gesetzt, nämlich die Richtung der x-Aze 
nichts wie dort, vom Pole -4 (O* = 00) zum Pole A' (^ = — cx)), sondern umgekehrt 
von A' nach A gerechnet ist. 
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Rücksicht hierauf ergiebt sich folgender Satz: Gonstruirt man über AAl 
als gemeinschaftlicher Sehne gwei Kreisbogen, von denen der eine durch 
den Punct (0*^ a>, (p), der andere durch den Punct 

(fii 9 ^1 1 9i) 9^9 ^^ ^^^ ^^ durch die Formel 
(18.) definirte y nichts Andres sein, als derjenige 
Winkel, tmter welchem die beiden Bogen im Pole 
Ä gegen einander geneigt sind. 


Man kann die Formel (17.), mit Rücksicht ^*^^ 
auf (15.), auch so schreiben: 


.^-^1 


_j. e^i-^ — 2 cos y 


(19.)£«=4aV9— <. N/ ^ ^ X 

(e^+e""^— 2co8a>)(c^»+c"^' — 2co8aj,) 

Lässt man hier das -©"i = + oo werden, oder, 
geometrisch ausgedrückt, lässt man den Punct 
(p'iy (o^, qfi) naqh Ä rücken^ so erhält man: 


.8 


4 a' 


2 


(20.) ^ -.^ e^+-,-^_2cosa, ' 

WO alsdann q den Abstand des Puncts («d*, o, q)) ^^oja' 
vom Pole Ä Yorstelli Und lässt man andrerseits 
in (19.) das -Ö"! = — cx) werden, so erhält man: 



'Äoy 


/a 


— 4a 


8 


e^ 


^ *^ ^ "" e^ + c"-^ — 2 008 0) ' 

wo Q den Abstand des Punctes (-Ö*, o, (p) vom Pole A bezeichnet. 
Diese Formeln (20.), (21.) können, mit Rücksicht auf (15.), so ge- 
schrieben werden: 


(22.) 


2a -1.^ 




Und hieraus folgen sofort die weiteren Formeln: 

4 a* 


(23.) 


99 = 


= ^, 


von denen die letztere nur eine Reproduction der schon früher an- 
gegebenen Formel (7.) ist. 

Behufs späterer Betrachtungen erscheint es zweckmässig, bei einem 
beliebig gegebenen Punct (d', co, q)) für das geometrische Mittel seiner 
beiden Folabstände 9, if eine besondere Bezeichnung einzuführen: 

(24.) I - y^. 

Dann ist nach (23.) dieses 
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Sämmtliclie fünf Grössen -Ö-, cd, % ^, | Jcöwnen als dipolare Coordinaten 

des betrachteten Fundes bezeichnet werden^ etwa -Ö*, cd, 9 als die eigefit- 

liehen und V'; S als die überzähligen Coordinaten. 

Zwischen rp und £ findet die einfache Relation (26.) statt; sodass es 
vielleicht als Luxns erscheint , neben rj) noch das |, oder neben | noch 
das 1^ einzuführen. Man möge entschuldigen, dass ich trotzdem beide 
Grössen V* ^^^^ £ beibehalte. Der Grund ist der, dass ijf sich wesent- 
lich empfiehlt durch seine einfache andlfftische Gestalt (^ =» 2 cos t^ 
— 2 cos co); dass andrerseits aber £ nicht mincler sich empfiehlt durch 
seine einfache geometrische Bedeutung (denn £ ist das geometrische Mittel 
der beiden Polabstände). 

Ueber die unendlicli fernen Fnncte. — Die Formel (23.) lautet mit 
Rücksicht auf (15.): 
/ V / 4a* 2a* 

r e '\- e — 2 cos a> 

* 

Soll nun der betrachtete Punct (d', o, 9) in unendlicher Ferne liegen^ 
so muss p(>' = cx>; mithin 

(j3.) e^ 4- e- ^^ - 2 cos o = 

sein. Hieraus aber folgt sofort, dass für diesen Punct «O* «= 0, und w 
ebenfalls =,0 sein muss [denn o liegt stets zwischen den Grenzen 
und Ä, vgl. [(3.) p. 98]. 

Bezeichnet JR einen vom Anfangspunct des Coordinatensystems 
nach dem unendlich fernen Punct (d', m, (p) hinlaufenden Strahl, und a 
den Neigungswinkel dieses Strahls gegen die x-Axe, so ist nach (11.) ^ 


(y.) tg « 7^—=^^* 

Da nun aber, wie wir soeben gesehen haben, die Coordinaten %' und 
CD des betrachteten Punctes Null oder (was dasselbe) unendlicli Mein 

sind, so nimmt die Formel (y.) die Gestalt an: — , oder in Wirklich- 
keit die Gestalt: 
(d.) tg a = I . 

Also der Satz: Für jedweden unendlich fernen Punct ist sowohl ^ 
wie CO unendlich klein. Will man insbesondere diejenigen unendlich 
fernen Puncte haben, deren WinJcelabstafid von der x-Axe einen vor- 
geschriebenen Werth a hat, so muss man d' und m in solcher Weise 

unendlich klein werden lassen, dass der Quotient q. =='^S ^ wird. 
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§4. 
Das Iiinienelement, ausgedrückt in den dipolaren Coordihaten. 

Nach (17.) und (18.) ist: 

/Oß \ m Q 2 C08l(d' — ^,) — [cos (ö cos Ol -f" 8in ß> sinaij C08(qp — <p,)] 

i^^Sb.) iS =öa -^- , 

oder was dasselbe: 

Bringt man diese Formel auf den besondern Fall in Anwendung, dass 
die beiden Puncte {d', co, % ili) und (^i, co^, fp^,il^^) einander unendlich 
nahe sind: 

und bezeichnet man in diesem Fall den gegenseitigen Abstand der 
beiden Puncte mit ds, so erhält man: 

/OQ\ /^ \2 Q 2C08(tdd) — cos (do))-]- 2 Bmto Bin {to -\- d(o) sin* {\dq)) 

Der Zähler dieses Ausdrucks kann offenbar auch so geschrieben werden : 

[1 + ^(d&y] - [1 - W(oy] + K^9)* sin C3 sin (o + dc3), 
oder kürzer auch so: 

^[{d^y + (do))* + (d^)^ sin© 8in(ci + d(o)l 

Substituirt man aber dies in (28.), und unterdrückt man dabei zugleich 
die unendlich kleinen Grossen höherer Ordnung, so erhält man: 

(29.) {dsy = 4a» ^^^^ (daO!+_(8in «dj,r _ 

Diese fundamentale Formel wollen wir sogleich weiter benutzen zur 
Herstellung des analytischen Ausdrucks für gewisse JP2äcA^nelemente. 

Wir denken uns, ausser den Kugelflächen (Parameter %) und den 
Canoidflächen (Parameter coi), auch noch das System der Meridianehenen 
construirt (als deren Parameter das Azimuth q> angesehen werden kann), 
und haben alsdann im Ganzen drei zu einander orthogonale Flächen- 
syteme, durch welche der Raum in lauter unendlich kleine recht- 
winklige Parallelepipeda zerlegt wird. 

Ein solches Parallelepipedum kann man in folgender Weise ent- 
stehen lassen: Man markirt irgendwo im Räume einen Punct (0*, o, 9) 

und bezeichnet mit 

ds»y dsm, dSip 
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diejenigen Wegelemente, welche jener Punct durchlaufen würde, falls 
man seine Coordinaten entweder um (d'9", 0,0), oder um (0,rfa),0), 
oder endlich um (0, 0, dip) anwachsen lai^sen wollte. In der That sind 
alsdann ds^y dsu, ds^p die Kanten eines Parallelepipedums der genannten 
Art. Und zugleich ergiebt sich dabei aus (29.): 


{ds^Y 


r 


(30.) ids^y = i^, 

r^B ^2 „ 4 a'(8in<pdy )» 
\aSfp) = ^ 

Die dss^ dScj, ds^p repräsentiren die Längen gewisser Wegelemente, 
und sind, dieser Definition zufolge, stets positiv. Hingegen können die 
Zuwüchse d^j dat, dq>, falls nichts Näheres darüber festgesetzt wird, 
von beliebigem Vorzeichen sein. Der Einfachheit willen nehmen wir 
an, dass diese dd'j dm, dq> mrhliche Zuwüchse, also positive Grossen 
seien. Alsdann ergiebt sich aus (30.): 


ds^ = 

(31.) dSa = 


2ad(o 


9 

, 2a änmdq) \ 

denn es ist zu beachten, dass a, ^ und sin o, ihrer Definition zufolge 
stets positiv sind. [Vgl. (15.) und (3.)]. 

Die Linienelemente ds^y dSto und dStp stehen senkrecht respective 
gegen die durch den Punct (d; cd, q>) gehende Kugel fläche , Conoid fläche 
und Meridianebene. Demgemäss wird z. B. das Product dSa>ds^ ein 
kleines Rechteck repräsentiren, dessen Seiten dSa und dsq, auf der gcr 
nannten Kugelfläche liegen. Oder kürzer ausgedrückt: Dieses Product 
ds^dStp ist ein Element jener Kugelfläche, ü. s. w. — Mit Rücksicht 
auf (31.) erhalten wir daher folgende Formeln: 

(Element der Kugelfläche) = dSo» ds^p = ^ , 

(32.) (Element der Conoidfläche) ^= ds^dSip = ^—^ —, 

(Element der Meridianebene) =df5^d5to = — -rs 

Bemerkung. — Die Vorzeichen in den Formeln (31.), (32.) sind, 
wie aus unseren Erörterungen hervorgeht, nur dann richtig, wenn wir 
die d%', d&f dq> als wirkliche Zuwüchse, d. h. als positive Grössen an- 
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sehen. Lassen wir diese Voraussetzung fallen, so wird z. B. die erste 
der Formeln (31.) so zu schreiben sein: 

Das dss repräsentirt ein Element der auf der Kugelfläche d' = Const. 
errichteten Normale N^ und mag als solches mit dN benannt werden. 
Alsdann ist also: 

-i- rif ' dN -^ 2 a 

Da nun ^ stets positiv ist [vgl. (lÖ.) p. 104], so gelangt man zu folgen- 
dem Satz: Errichtet man im Pnncte (d; (o, q)) auf der durch diesen Punct 
gehenden Sjagelfläche eine Normale N (gleichgültig in welcher Richtung)^ 
so toird der Differentiaiqtiotient von d- nach dieser Normale den Werth 
haben: 

(33.) ll = + Ä' d- '• = + Ji' t^gl- (25.) P- 105], 

too das positive oder negative Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem 
d' in der Richtung N wächst oder abnimmt. 

§5. 
Bntwioklting der reoiproken Entfernung zweier Punete. 
Die bekannte La'j^Mie-Legendr^^^^ Entwicklung: 

,/:; ^ , , «= 5*r"P«(cOS d) 

yi — 2r cos (a -^ r^ ;^ *^ ^ 

ist convergent und gültig^ falls r ein positiver ächter Bruch isi Dem- 
gemäss behält diese Entwicklung den eben genannten Charakter, falls 
man r = e^ setzt, und dabei unter g eine positive Grosse versteht. 
Man gelangt in solcher Weise, falls man noch auf beiden Seiten mit 
e~iff multiplicirt, zu der Formel: 


= 6-^ ^ e-^ Pn (cos a>), {g = pos.) 


Diese Formel aber kann auch so geschrieben werden: 


= ^ e-("+i> P«(cos cai), {g = pos.). 


Va^ + C~^) — 2 cos «0 n=0 

oder, wenn man zur Abkürzung n -\- \ =^ N setzt, auch so: 


ii!=sao 


(34.) -^-- 1__^_^ «= J- e-J^. P, (cos ö), (<7 = pos.). 

V2 COS 1^ — 2 COS 0» ^—0 
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Diese Formel lässt sich z. B. anwenden auf die frülier, in (15.), be- 
trachtete Function ^ =f 2 cos t-ö* — 2 cos o. Da das d' bald positiv, 
bald negati? sein kann, so erhält man 0wei Formeln, nämlich: 

(35. a) 4= = ^ -- = = "ye-^-^Pn (cos o), falls ^ = pos.; 


n=oo 


(35. b) hingegen = ^e^^Pn(cosGj), falls -ö* = neg. 

n=0 

Diese einfachen Dinge vorangeschickt, gehen wir über zur eigent- 
lichen Aufgabe dieses §, nämlich zur Entwicklung der reciprocen Ent- 
fernung zweier Puncte (^, m, % ^) und {^^^ ß>i, 9o ^i)* Bezeichnet man 
die Entfernung selber mit JE, und ihren reciprocen Werth mit T, so 
ist nach (17.), (18.): 

(36) j,^ 1 ^ t/^V^ 1 

WO COS y = cos d cos Oi + sin gj sin gj^ cos (9) — q>^. 
Hieraus folgt mittelst der Formel (34) sofort: 

(37. a) T = i^y^ "J^c-i^c^-^.) P, (cos y), falls ^ - ««i = pos.; 


n=0 


(37. b) T = VÖ^ '^gAr(«^^<^,) p^ (^^g y)^ f^iig ^ _ ^^ _ neg.») 


2« n=0 


Da der cos y den in (36*) aufgeführten Werth besitzt, so kann die 
Function P„ (cos y) in die bekannte, schon von Laplace angegebene, 
nach den Cosinus der Vielfachen von {(p — q)^) fortlaufende Form ver- 
setzt werden: 

(38.) P„(cos y)=*Pn(cos cö)P«(cos rai)+i'co8(9)-- 9i)+i"cos 2(9 — 9i)+ • •, 

wo die i', L", . . . Functionen von gj, o^ sind. Diese Functionen L', Z", . . - 
lassen sich bekanntlich ebenfalls in ziemlich einfacher Gestalt angeben. 
Für unsere Zwecke aber ist ein näheres Eingehen hierauf nicht er- 
forderlich. 


*) So einfach nun die Ableitung der Formeln (37. a, b) auch sein mag, so 
acheint es mir, im Anbetracht ihrer fimdamentalen Bedeutong für die ganze za 
entwickelnde Theorie, doch angemessen zu bemerken, dass diese Formeln wohl 
zuerst in meinem Werke von 1862 über die nichtconcentrischen Eugelflächen, da- 
selbst p. 90, gegeben sein dürften. In jenem Werke ist gezeigt, wie man anter 
Anwendung dieser Formeln alle Aufgaben der Elektrostatik und des Wärmegleich- 
gewichts für zwei Kugeln mit ebenderselben Leichtigkeit, wie nur für eine Kugel, 
zu lösen im Stande ist. 
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§ 6. 
Sich ansolüiessende Betrachtungen. 

Wir stellen uns folgende Aufgabe: Es ist gegeben eine den Pol A 
umschliessende, ausserordentlich kleine Kugelfläche des dipolaren Systems, 
deren Parameter «ö-j also positiv und ausserordentlich gross sein wird: 

(a.) < ^1 < c». 

Diese Fläche sei mit Masse belegt, in beliebiger Weise, jedoch sym- 
metrisch zur x-Axe. Es soll das Potential dieser Belegung auf einen 
variablen Punct {%j o, q)) berechnet werden, unter der Voraussetzung, 
dass der Punct ausserhalb der Eugelfläche liegt, mithin 

ist. Bezeichnet man also z. B. irgend ein Element der Eugelfläche 
mit dö^ und seine Goordinaten mit (-Ö*!, coi, 9)1), so wird die reciproce 
Entfernung T dieses Elementes vom Puncte (-ö-, m^ (p) zufolge (ß,) und 
mit Bücksicht auf (37. a, b) den Werth haben: 

(yO ^ = *^^^ J^e*(*-*.) P„ (cos r), 

WO Pn (cos y) nach (38.) darstellbar ist durch: 

(d.) P„(cosy)=Pn(cos a})P«(cos cöj-f-^'cos (9)— 9j+Z/"cos 2(9—9)1)+ ' ' ? 

Die Dichtigkeit q^ einer auf der Kugelfläche (-Ö-j) ausgebreiteten 
Massenbelegung wird im Allgemeinen eine beliebige Function von o^ 
und 9i sein. In unserm Falle aber wird sie, weil die Belegung sym- 
metrisch* zur x-Axe sein soll, lediglich von (Dj abhängen: 

(«•) 3i = /'(<»i). 

Ausserdem hat das Flächenelement d($i den Werth: 

(g.) rftf^ _ J^l«IL^..^^, [vgl. (32.) p. 108]. 

Das Potential U der in Rede stehenden Massenbelegung auf den Punct 
(«•, o, q>): 

M U^ffTq,dö, 

gewinnt nun darch Substitution der Werthe (y.), («.), (J;.) die Gestalt: 

{».) U==2ayi>fff "J^e'V(^-^.) P„ (cos y)\ ^^"'^ '^" "if "' ' ^-^ • 
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Substituirt man hier für Pn (cos y) die Entwicklung (tf .), so ist die (von 
bis 2n; gehende) Integration nach q> sofort ausführbar; man erhält 
somit: 


(«.) U=4.naY^ Ir (^e^(^-^^^ P„ (cos m) P« (cos (o,)] ^^""'^ "^".^J ^"'^ ■ 


Um nun die Integration nach co^ ebenfalls auszuführen, bemerken wir, 
dass der Ausdruck: 

(«0 -^ = T^ ^ xi » [^gl- (15-) P- 104], 

abgesehen von der Constanten d'^ (dem Parameter der gegebenen Eugel- 
fläche) nur von co^ abhängt^ mithin z. B. entwickelbar ist in eine nach 
den Pn (cos a>|) fortschreitende Reihe: 


(A.) 7^/r — , ,/-r = -iÄ -^nPn(cos cöj), 

wo die An Gonstanten sind. Substituirt man den Werth (A.) in die 
Formel (t.), so folgt: 

(li.) ü^=4Äa)/^ ?j ^e^(^-^)'Pn(coscö)Pn(cosc»0)(*^ 

Hieraus aber folgt, mittelst der bekannten Integral-Eigenschaften der 
Functionen P», sofort: 

oder, falls man die Constante 

setz^, und ausserdem das y^ unter das Summenzeichen bringt: 
(o.) U-^^ BnVt e**P, (cos o), wo JV^ == n + i ist 


n=0 

Wenn es uns beliebt, können wir unsere Betrachtung z. B. auf 
den besondem Fall anwenden, dass in (A.) die Coefficienten An, mit 
alleiniger Ausnahme von ^5, alle <= sind, also anwenden auf eine 
Massenbelegung, deren Dichtigkeit g^ der Formel entspricht: 

(ä.) -^ = A,P,{cos(o,). 

Alsdann werden nach (|.) die Bn ebenfalls «s 0, mit alleiniger Aus- 
nahme von jBg*, so dass man also aus (o.) erhält 

(p.) U=B, Vi, e^' + «* P« (cos o), 
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wo Bg eine Constante ist. — Der Aasdruck (p.) repräsentirt also das- 
jenige Potential, welches auf den variablen Punct (d-, C3y q>) ausgeübt 
wird von einer gewissen Massenbelegung der den Pol A umschliessen- 
den kleinen Eugelfläche. Da diese Eugelfläche "beliebig klein ^ mithin 
auch wnendlich klein sein darf; so können wir jene auf ihr ausgebreitete 
Massenbelegung kurzweg als eine gewisse im Pole A vorhcmdene Masse 
bezeichnen ; mithin sagen: 

Der AusdrtAck (q.) rqgräsentire dasjenige Potential, welches auf den 
variablen Punct ("ö-, a, q>) ausgeübt wird von einer gewissen im Pole A 
vorhandenen Masse. — Demgemäss gelangen wir, da offenbar die Zahl 5 
in (p.) eine ganz mfaUig gewählte ist, zu folgendem Resultat : 

8et0t man 0ur Abhüreung ^ = e* + e~-^ — 2 cos o [vgl. (15.) p. 104], 
und femer N'^^n -{- ^, so ist die Function 

(39.) V^er-^^P„(cosa}) 

^idUs Anderes als das Potential derjenigen WirJcung, toelche auf den 
variablen Punct ("ö*, co, q>) ausgeübt unrd von einer gewissen im Pole 
A{d' = -^ oo) vorhandenen Masse, deren Beschaffenheit abhängt von 
dem Werthe der gegebenen Zahl n. 

In ganz analoger Weise wird man offenbar zu dem Parallelsatz 
gelangen, dass die Function 

(40.) >^e+^^P„(cosci) 

angesehen werden kann als das Potential derjenigen Wirkung, welche 
auf den Punct (d', a, q>) ausgeübt wird von einer gewissen im Pole 
A{%'*^ — oo) vorhandenen Masse.*) 

§7. 

HydrodynamiBohe Aufgabe. Ueber die Bewegung einer Engel im 

Innern einer Flüssigkeit, die äusserlich begrenzt ist von 

einer fest aufgestellten EugelBOhaale, 

Die gegebene incompressible Flüssigkeit sei äusserlich begrenzt 
von einer starren Schaale, deren innere Oberflache öq heissen mag. 
Und im Innern der Flüssigkeit befinde sich ein starrer Körper, dessen 
Oberfläche genannt werden mag. Jene Schaale sei völlig fest auf- 
gestellt; der Körper hingegen beweglich. Doch sei durch irgend welche 
Vorrichtungen dafür gesorgt, dass der Körper nur sich selber parallel in 
der BicMung der x-Axe fortschreiten hmn\ (vgl. etwa die Note p, 77), 

*) Diese Sätze (39.), (40.) sind nur spedelle Fälle eines früher von mir an- 
gegebenen allgemeineren Satzes. Vgl. mein Werk von 1862, Über die nichtcon- 
centrischen Engelflächen, daselbst p. 102. 

Neumann, Hjdrodynamiicbe Untersuchnngen. 8 
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Abgesehen von den Druckkräften, mit denen Flüssigkeit und 
Schaale, ebenso Flüssigkeit und Körper gegenseitig aufeinander ein- 
wirken, mögen noch gegebene äussere Kräfte vorhanden sein, welche 
theils auf den Körper, theils auf die Flüssigkeit influiren. Und zwar 
mag die Summe der a;-Componenten der den Körper sollicitirenden 
äusseren Kräfte mit X, und das Potential der die Flüssigkeit solli- 
citirenden äusseren Kräfte mit F == F (a;, y, js) bezeichnet sein. 

Ueberdies sei gegeben der Anfangsmstand des Körpers und ebenso 
der der Flüssigkeit, und zwar letzterer als ein wirbelfreier [vgl. übrigens 
die Bemerkung p. 77]. Die unter diesen Umständen eintretende Be- 
wegung des Körpers Mmd der Flüssigkeit soU fiäher untersucht tperden, und 
zwar unter der besonderen Voraussetzung, dass a^ und ö Kugel flächen 
sind, und dass das feste Centrum Cq der Kugelfläche 6q auf derjenigen 
geraden Linie sich befindet, längs welcher das Centrum c der Kugel ö 
sich bewegt. Diese gerade Linie mag der Einfachheit willen geradezu^ 
zur x-Axe des Coordinatensystems genommen werden. 

Bezeichnet £ die ^-Coordinate des Kugelcentrums c, und M die 
Masse der Kugel, so ergiebt sich für die Bewegung derselben die Diffe- 
rentialgleichung : 

(1.) ■ Jfg = z + x^ 

wo X die schon genannte Bedeutung hat, mithin gegeben ist, während 
X^ die a;-Componente derjenigen Wirkung vorstellt, welche auf« die 
Kugel ausgeübt wird durch den Druck der umgebenden Flüssigkeit. 
Unsere Hauptaufgabe besteht nun in der Berechnung dieser noch wnr- 
bekannten Kraft X^. Und zu diesem Zwecke benutzen wir das Princip 
der lebendigen Kraft: 

(2.) ^ÖZ)^_|^, [vgl. (5.) p. 37]. 

Was die einzelnen Glieder dieser Gleichung betrifft, so hat zuvörderst 
die während der Zeit dt von der Flüssigkeit auf die Kugel ausgeübte 
Arbeit dL den Werth: 
(3.) dL = XPdi, 

wo X^ die schon genannte Bedeutung hat, und d; den Zuwachs der 
Coordinate £ während der Zeit dt bezeichnet. Femer ergeben sich für 
das von den äussern Kräften auf die Flüssigkeit ausgeübte Gesammt- 
potential W die Formeln: 

(4.) ^-^ l^p^^x^f^^ [vgl. (6.), (7.), (8.), (9.) p. 78]. 
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wo z. B. X^ die aJ-Conaponente derjenigen Wirkung vorstellt, welche 
die dem Potential V entaprechenden äussern Kräfte auf die Kugel aus- 
üben würden, falls ihre Materie identisch wäre mit der der gegebenen 
Flüssigkeit. Demgemäss kann diese Kraft X^ kurzweg als die dem 
Princip des Ärchimedes entsprechende Kraft bezeichnet werden. 

Substituirt man die Werthe (3.), (4.) in die Formel (2.), so er- 
hält man sofort: 

wo zur Abkürzung die augenblickliche Geschwindigkeit der Kugel: 

(60 Pt = <^ 

gesetzt ist. Aus (5.) folgt nun: 

(7.) • X. X^-i'^- 

Mittelst dieser Formel (7.) werden wir nun weiterhin die unbekannte 
Kraft Xp tvirJclich berechnen^ und zwar in der Weise^ dass wir mvörderst 
das Geschwindigkeit spotential der Flüssigkeit, sodann die leben- 
dige Kraft T der Flüssigkeit bestimmen, und endlich durch Substitution 
des Werthes von T in jene Formel (7.) den Werth der Kraft X^ er- 
mitteln. Die hiebei zur Bestimmung von und T anzuwendenden 
Gleichungen sind leicht angebbar. 

Der von der Flüssigkeit eingenommene Raum 91 ist nämlich ein 
schaalenförmiger, begrenzt von den beiden Kugelflächen a und öq, und 
folglich ein einfach zusammenhängender, Demgemäss ergeben sich für 
das Geschwindigkeitspotential der Flüssigkeit die Bedingungen: 

(8.) 0; -^, -g—, -K- stetig, und A0 = 0, im Räume Ül; 

^^•^ W'^di ^^^ (^' ^) + ^ ^^^ (^' y) + ^ ^^® C^^ ^)' *^ ^^^ ^^^^' 
fläche von Ül. 

In der That erhält man diese Bedingungen sofort aus den Sätzen 
p. 25, falls man nur di« dortige Formel (I. c) in diejenige Gestalt ver- 
setzt, in welcher sie in (6.) p. 18 sich präsentirt. Auch folgt aus jenen 
Sätzen p. 25, dass durch diese Bedingungen (8.), (9.) die Fu/nction 
völlig bestimmt ist, bis auf ein additives nur noch von der Zeit abhängen- 
des Glied. 
Nun besitzt aber die Kugel 6 eine nur fortschreitende Bewegung 
in der Richtung der a?-Axe. Die Geschwindigkeit eines jeden Ober- 
flächenpunctes {%, ri, g) der Kugel ist daher identisch mit der Ge- 
schwindigkeit ihres Centrums. Also: 

"i - % =■ ^> tvgl. (6.)], und ^J - ^ = 0. 

8* 
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Andererseits soll die äussere Begrenzungsfläclie 6q der Ilüssigkeit ab- 
solut unbeweglich s«in. Für jeden Punct (^, rjy Q dieser Fläche ist 
daher 

dt ~ dt ~ dt "^ ^' 
Und demgemäss nehmen die Bedingungen (8.), (9.) folgende Gestalt an: 

(10.) 0, -K—, -^y -j- stetig, und A0 = 0, im Räume 91; 
(11. a) jj- = 6r cos (N, iv), auf der Fläche tf; 

(11. b)^ 1^ = 0, auf der Fläche 6^. 

Bemerkimg. — Bezeichnet man einen beliebigen Punct der Fläche c 
mit (x, y^ s) und die daselbst auf o errichtete Normale mit N, so ist 
offenbar : 

^ = cos (N; x\ ^ = cos (N, y), ^ = cos (N, z). 

und demgemäss kann in der Formel (11. a) statt cos (N, a;) auch der 
Diffierentialquotient ^ substituirt werden. 

Sobald mittelst der Formeln (10.), (11. a, b) berechnet ist, er- 
hält man sofort den Werth der lebendigen Eraffc Ti 

(12.) r = 1 ///„ ((J), (D) dxdydg, [vgl. (2.) p. 44]. 

Diesen Werth aber kann man, weil im Baume 91 den Bedingungen 
(10.) entspricht, auch so schreiben: 

(13.) T = I (jJ<D 1^ d<, +ff<i> IJ d<To), [vgl. (y.) p. 41], 

WO das eine Integral über alle Elemente d6 der Fläche 6, das andere 
über alle Elemente d^^ der Fläche Cq hinerstreckt zu denken ist. 
Diese letzte Formel (13.) gewinnt endlich mit Rücksicht auf (11. a, b) 
die einfachere Gestalt: 

(14.) T=^ff<t>C08(N,x)d6 ^ff<i>C03{R,X)d6. 

Denn in all' unsem Formeln ist unter N die der Flüssigkeit ab- 
gewendete Normale zu verstehen, während das R in (14.) die entgegen- 
gesetzte Richtung, nämlich die des Eugelradius repräsentiren soll. 
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§8. 
Bereohnung des Gtesohwindigkeitspotentials. 

Wir betrachten das gegebene materielle System m irgend einem 
Zeitaugenblick t seiner noch unbekannten Bewegung. Oonstruiren wir 
nun in der orj^Ebene eine Kreisperipherie; welche in diesem Augenblick 
die beiden Eugelflächen und öq senkrecht durchbohrt, so wird die 
X'Axe von dieser Peripherie in zwei Puncten geschnitten werden, von 
denen der eine Ä innerhalb ö, der andere Ä ausserhalb 6q liegt. Be- 
trachtet man aber diese beiden Puncte A und Ä' als PoU^ so sind 
jene Flächen ö und ö^ nichts Anderes als zwei Kugelflächen des zu A 
und A' gehörigen dipolaren 
Systems; wie sich solches 
aus unseren früheren geome- 
trischen Betrachtungen (p. 97) 
sofort ergiebt. Und um alles 
mit unsem damaligen Be- 
trachtungen in Einklang zu 
bringen (vgl. z. B, die Figur 
p, 97), wollen wir die Dinge 
so einrichten, dass die a>Axe 
des dipolaren Systems ver- 
tikal nach Oben gerichtet ist, 
dass femer der Pol A und 
die beiden Kugelflächen ober- 
halb der ye-'Ehene liegen, mit- 
hin der Pol Ä unterhalb dieser 
Ebene sich befindet. Bezeich- 
net man alsdann die Para- 
meter der beiden Kugelflächen 
ö und <y« mit "ö- = t und 

(1.) T selber, und tf = r — r^ 
zwei positive Grössen, 

und folglich ' 

(2.) 2 =» e"* und /* = e"<^ positive äcMe Brüche. 

Dies Yorangeschickt, nehmen die für das Oeschwindigkeitspoten- 
tial «= <]> (^, y, is^) aufgestellten Bedingungen, faUs man dj^ dipo- 


'0 

Tq, so sind offenbar 



(-oo)j' 
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laren Coordinaten von (x^ y, 0) mit (-ö*, o, 9) bezeichnet^ folgende Ge- 
stalt an: 

(^•^ ^^ äl' "37' ^ ^^' "^^^ A0 = im Räume JR; 

(4. a) ( ^ j = G ( ^ j , auf der Flache (r.) ; [vgl. die Bemerk, p. 116] ; 

Dmtcä diese Bedingungen (3.), (4. a, b) ist die Function vöUig 
bestimmt bis auf ein additives nur noch von der Zeit abhängendes Glied; 
wie Analoges schon bei den Gleichungen (8.), (9.) p. 115 bemerkt 
wurde. Uebrigens können wir diesen Satz, da wir gegenwärtig immer 
nur einen gegebenen einzelnen Zeitaugenblick in Betracht ziehen, 
mithin die Zeit als eine gegebene Constante ansehen, und folglich 
, jedwede nur von der Zeit abhängende Function ebenfalls als eine Con- 
stante zu bezeichnen haben, auch so aussprechen: Die Function <!> ist 
durch die Bedingungen (3.), (4. a, b) völlig bestimmt bis auf eine additive 
Constante. 

£s handelt sich nun darum, die diesen Bedingungen (3.), (4. a, b) 
entsprechende Function wirklich zu berechnen. Bezeichnet man die 
dipolaren Coordinaten des variablen Punctes (x, y, ß) mit (^, m, 9), ^), 
so wird den Bedingungen (3.) Genüge geschehen, wenn man z. B. 

(5.) = Yf e^^ Pn (cos cö), oder = /^ c-^^^ p^ (c^s o) 

setzt, wo n eine beliebige ganze Zahl und iV = n -f- i sein soll. Dies 
ergiebt sich nämlich unmittelbar aus den Sätzen (39.), (40.) p. 113, 
falls man nur beachtet, dass die beiden Pole Ä und Ä ausserhalb des 
von der Flüssigkeit occupirten Baumes 91 sich befinden. — Demgemäss 
wird also jenen Bedingungen (3.) z. B. auch genügt werden, wenn man 
für irgend ein Aggregat der Functionen (5.) nimmt, mithin setzt: 


(6.) = 1^^ {AnC^^ + BnC-^^) P„(C0S (o), 


nsaO 


wo An, Bn Constante sind. Es handelt sich nun darum, diese noch 
disponiblen Constanten An, Bn der Art zu wählen, dass gleichzeitig 
auch den Bedingungen (4. a, b) Genüge geschieht. Zu diesem Zwecke 
müssen wir die Formel (6.) nach d' differenziren, wobei zu beachten 
ist, dass d" auf der rechten Seite der Formel doppelt vorkommt, nämlich 
erstens ea^licite, und zweitens insofern, als es in 

(7.) ^ = 2 cos i-^ — 2 cos a>, [vgl. (15.) p. 104] 
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enthalten ist. In Folge dieses Umstandea ist die Ausführung der Diffe- 
rentiation ein wenig mühsam. 

Zur Erleichterung derselben wollen wir zunächst an Stelle der 
Formel (6.) folgende nehmen: 


wo nach wie vor 

(/3.) ^ BS 2 cos id' — 2 cos m, und ausserdem [i «= cos co 

sein soll. Wir erhalten alsdann: 


Hieraus folgt durch Multiplication mit y^, und mit Bflcksicht auf (ß.): 

^^ »1=0 iisaO 

oder anders geordnet: 


dF 


«1^00 


Das allgemeine Glied der letzten Summe kann offenbar auch so ge- 
schrieben werden: 

((2n + 1) '^ \f^ + il:i£l)^e**P»Ot), 

oder auch so: 

((n + 1) e^ + n^)^,e^^Pn(ft), 

oder endlich auch so: 

(w^ne(^-^)^ + (w + 1) ^,^(^+1)^) P«(ft). 
Somit folgt: 


(yO y^ If - -5" (- 1) (2« + 1) Ae*VP,(fi) 


lOO 


+ ^ (n^,c(*-»)* + («+!) ^.c<*+»'*) P, 0.). 

Von diesen beiden Reihen schreitet die letztere fort nach den Pn(j^); 
die erste hingegen nach den iVodtco^ /UrPi,(fi). Doch kann man eine nach 
diesen Producten fortlaufende Reihe leicht umwandeln in eine nach den 
blossen Fn{}C) fortgehende, und zwar mittelst der allgemeinen Formel: 

W ^C7,^P.(^) J2 (^^ C^. + ^C?^0 P-(/»). 
in welcher die G beliebige Constanten sein dürfen. 


120 Berechnung des Geschwindigkeitepotentials. 

Bringt man diesen Hülfsatz (d.), dessen Beweis zu Ende dieses § 
nachträglich gegeben werden soll, auf jene erste Reihe der Formel (y.) 
in Anwendung; so nimmt dieselbe folgende Gestalt an: 

^(-l)(2^.(2»»-l)^i«<*-"*+^(2«+3)A+ie(*+«*)p.((t). 
oder, was dasselbe, folgende Gestalt: 


J" (— nJ«_xc(*-^)* - (n + l)^,+iC(*+»)*) Pni(L). 

w ' 

Dies in (y.) substituirt^ erhält man: 

oder^ falls man mit ]/^ dividirt, und zugleich für F seine eigentliche 
Bedeutung (a.) substituirt: 


(&) Ä(v^^A^*p-w) 


= -|r ^ (n(^, - J^,)e(*-«*- (n+ 1) (Ä^t - A)c(*+»)»)P.(,i). 

Man kann aus dieser Formel eine neue Formel ableiten durch Yer- 
tauschung von d^ mit — d', wobei ^ ungeändert bleibt [vgl. (ß.)] Mul- 
tiplicirt man dabei zugleich die ganze Formel mit — 1, und ver- 
tauscht überdiess die A mit irgend welchen andern Constanten B, so 
erhält man: 


iv-) ^(|/*^5.e-^*P.(^)) = 


= 4=^ (-n(5,-5^0«-'*-''*+(«+l) (5h-i--B«)«^*+''*) Pn((i). 

Diese dllgemeinen Formel/n (t) imd (r}.), in denen die A und B be- 
liebige Constcmte vorstellen, Icönnen nun sofort in Anwendung gebracht 
werden, um den Ausdruck <1> (6.) nach %• m di/ferenjsiren. Man erhält 
alsdann: 

ao j_-^ j+n(^»--^^i)e(^-0^--(n+l)(^^i- J,)6(^+i)^ 

^^ "l/? S [-n{Bn-B^i)^^-^)^+(n+lXB^^-Bn)e-^^+'^l 
Ausserdem ist; um die Bedingungen (4. a^ b) wirklich hinzustellen, noch 

das ^ zu berechnen. Zu diesem Zweck bemerken wir zunächst^ dass 

der Werth von x: 

a? ■=» — 2 a — - — , wo ^ «— 2 cos i^ — 2 cos o ist, [vgl p. 102], 


^«(f*). 
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folgendennassen geschrieben werden kann: 

oder, falls man für den Quotienten — =^ die Reihe (35. a, b) p. 110 
substituirt, auch folgendermassen: 

a; = - 2a 1/^ A C^ e-'^^P.{fi) 
Hieraas folgt sofort: 

n=sO 

und hieraus folgt weiter mittelst der allgemeinen Formel (i;.): 


SOD 


(10. a) 


(9.) d. i. || = ll ^ (- «^*-»* + («+!) ^^+»)*) Pn(^> 

8uJ)8tümrt man jetet endlich die Werthe (8.), (9.) in die Bedingungs- 
Oleichungen (4. a, b), so verwandelt shch, wie man leicht übersieht, jede 
dieser beiden Bedingungs-Gleichungen in die Anforderung, dass eine 
gewisse nach den P« (ft) fortschreitende Reihe = sein soll. Hieraus 
aber folgt, dass die Coefficienten dieser P„ (fi) einzeln = sind. So- 
mit gelangt man zu folgenden Relationen: 

«= 2aG [— n^^-i>* + (n + 1) eH^+i)*], 

' M - n(-B„ - B,_Oe-<^-^)<+ (n + 1) (£^i - -B„)^^''-*-'^° ( ^ ' 

wobei w = 0, 1, 2, 3, • • • 

Mittelst dieser Formeln (10. a, b) hat mcm nun die Coefficienten Ä, B 
0U berechnen. Substittiirt man sodann die in solcher Weise für diese 
A, B erhaltenen Werthe in den Ausdruck (6.), so wird hiemit die Be- 
rechnung des GeschtvindigJceitspotenticUs <t> vollendet sein. 

Naohträglicher Beweis des Hülfsatzes {d.) p. 119. — Zn den be- 
kannten recorrenten Eigenschaften der Eugelfonctionen P^((i>) gehört 
anter Anderm auch die Formel: 

(a). (2» + 1) (*P,(,t) = nP^i((*) + (n + 1) P»+iO*); 
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vgl. JF\ Neumawn's Beiträge ewr Theorie der KugdfuncHonen, Verlag von 
Teubner, 1878, p. 61, Nr. (L). Aus dieser Formel folgt für « = 0, 1, 2, 
3, 4, . . . der Reihe nach: 


3^P,(^) = IPo(^) + 2P,0t), 
^•^ 5^P,(^) = 2P,W + 3P,(,t), 

IfiPM = 3P,(,t) + 4P,0t), 
etc. etc. etc. 


etc. 


Multiplicirt man aber diese Gleichungen (b.) mit den danebengesetzten 
Factoren, wo die C beliebige Werthe haben dürfen, und addirt, so er- 
hält man: 

UsbOO nsasoo 

(C.) ^C^llPn (li) = ^ 2>, P, W, 

wo die Grössen D die Bedeutungen haben: 

■Z>o= +i(7„ 

A = *<?, + iQ, 

etc. etc. 

Diese Formeln (d.) lassen sich offenbar zusammenfassen in die eine 
Formel: 

(^•> ^- = 2^r^ ^-1 + ^TT ^-+1, won-0,1,2,3,... 

Substituirt man aber diesen Werth von D^ in die Formel (c), so erh&lt 
man den in Rede stehenden Hülfssatz (8.) p. 119. — Q. e. d. 

§ 9. 
Fortsetsung und gleichzeitige Einsohränkung auf einen 

speoielleren Fall. 

Die Berechnung der Constanten Ä, B aus den Gleichungen (10. a, b) 
ist leider mit grossen Schwierigkeiten verbunden, die im Wesentlichen 
darin bestehen, dass (wenigstens scheinbar) die Anzahl der Gleichungen 
zur Bestimmung jener Constanten nickt ausreicht. 

um diese Schwierigkeiten deutlicher hervortreten zu lassen, und 
um die in Rede stehende Rechnung wenigstens fiir irgend einen spe- 
ciellen Fall wirklich durchführen zu können, wollen wir annehmen, 
der Parameter t^ sei ^^0 gegeben. Alsdann wird die Kugelflache (r^) 
eine Ebene, nämlich die yfhEbene sein. 
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In diesem Specialfall r^ >= wird offenbar die Gleichung (10. b) 
erf&Ut, wenn man 

B^^A^ + G, B^^Ä, + C, B^ — A^ + C, etc. etc. 

allgemein: 5„ «= -4» + (7 

setzt, wo das C eine beliebige Constante sein kann. Gleichzeitig nimmt 
alsdann die Formel (10. a) die Gestalt an: 

— 2aG [— n^^-i>^+ (n + 1) 6-(^+i)*], 
oder, falls man mit ( — er^^+^)*) multiplicirt: 

-n(Än-'Än^i)(r'^{l - ^(2i^-«)*) + (n+ l)(^«+x- A)(l-e-<«^+«>*)= 

= 2aG [n — {n + 1) er^^] e-«^*. 

Führt man nun den ächten Bruch q = er* ein [vgl. (2.) p. 117], und 
beachtet, dass 2N ^=» 2n -^ 1 ist, so erhält man: 

- nq^ (1 - 2«-i) {Ar, - A^i) + (w + 1) (1 - g^H-s) (^^^ _ An) = 

= 2aG [n — (w + l)^«] 3«»+^ 

Setzt man nun hier endlich n der Reihe nach «s 0, 1, 2, 3, ..., so er- 
hält man zur Bestimmung der A folgendes System von Gleichungen: 

+ 1 (1- 3») {A,-A,)^2aG(0- q')q, 

- 33»(1 - 2*) {Ä, _ ^) + 4 (1 - ff») {A, - A,)^2aQ{Z-A^)q\ 

etc. etc. etc. 

Wäre Aq bekannt, so konnte man aus der ersten dieser Gleichungen 
das A^j sodann aus der zweiten das A^^ aus der dritten das A^ be- 
rechnen, u. s. w. Jenes Aq ist aber unbekannt] und es scheint dciher 
mr ivirldichen Bestimmung der As noch eine Gleichung m fehlen. Diese 
noch fehlende Gleichung wird durch den umstand geliefert, dass die 
Reihe (6.) fQr das Geschwindigkeitspotential 4> convergent sein soll. 
Denn hieraus folgt, dass An mit wachsendem n gegen convergiren 
muss, oder kürzer ausgedrückt, dass 

(15.) ^. =. 

ist. Diese Gleichung (13.) m den Gleichungen (12.) hinzugefügt j u^erden 
wir jetßt die Äs in der That zu berechnen im Stande sein. 
Setzt man zur augenblicklichen Abkürzung: 

(14.) ^„ = 1 — g» und A« = ^„ — A^u 
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so lauten die Gleichungen (12.) folgendermassen: 

+ 1 <2,Ai = 2aG{Q - q')q, 
(15) -l2'<?iA, + 2(25A, = 2aG(l-23«)g», 

' - 2«* <2, A, + 3 <?, A, = 2a6?(2 - S«*)^», 

- ^a^Q,^ + ^Qo\ -= 2aG(3 — 42»)2', 
etc. etc. etc. 


etc. 


Hieraus folgt durch Multiplication mit den beigesetzten Factoren: 

+ V<2,<2,A, = 2aGg(0 - 2»)«i ^ B„ 

- 2<r»«,<26^ + 3g-*<25Ö,A3 = 2aGg(2 - 3g»)<?5 == JB,, 

- 3<r'Ö5<27A, + 4(r«<2,<29A4 = 2a(?g(3 - 4q^Q, = B,, 

etc. etc. etc. 

wo die Rqj R^y II2, B^, - . . als Abbreviaturen dienen sollen für die 
rechten Seiten dieser Gleichungen. — Aus diesen Gleichungen ergiebt 
sich nun durch successives Addiren: 

,17 >) 2r-'Q,Q,^ = Ito + Bi, 

3<r*(25<2,A, = So + j?i + ii,, 

4gH><2,e9A4 '^Ro + R. + Ik + E,, 

etc. etc. etc. 

WO noch fQr die R ihre eigentlichen Bedeutungen, d. i. die rechten 
Seiten der Formeln (16.) zu substituiren sind. Mit Rücksicht auf (14.) 
sind also diese Bedeutungen der R folgende: 

R^ — 2aGq{0 — q^) (1 - g) = 2aGq(0 — 5« - + 2»), 

R, = 2aG^2(l — 2g*) (1 - g») — 2aGq{l - 2g* — «« + 2^), 

R^ = 2aGq(2 - 3g*) (1 — g^) = 2aGg(2 - 3g* — 2q^ + 3g^, 

R^ = 2aög(3 — 4g*) (1 — q") = 2aGg(3 — 4g* — 3g^ + 4g»), 

etc. etc. etc. 

woraus durch successive Addition sich ergiebt: 

B, = 2aGq{0- 3*+ 4»), 

Bo-\-Ri'=2aGq{l— Sg» + 2g»), 

•Ro + -Ri + -R» = 2aG2(3- 63» + 3g^, 

I?o + iJi + JB, + i^ = 2aG5(6 — lOg» + 4f), 

etc. etc. etc. 
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Sabstituirt man also diese lÜs in (17.)^ und substituirt -man daselbst 
gleichzeitig auch für die Q^s und A's ihre Werthe aus (14.), so er- 
hält man: 


(18.) 


A^-A -2aG g' g - 3g' + 20 
^ A — ^a.^ 2(1 - ä») (1 - 2») ' 

etc. etc. etc. 
oder, falls man in Partialbrttche zerlegt: « 

(19 ) -^ - ^x - «e [i^. — i4ry.), 

^ - ^ - «e (j|t, - fiJ^), 
^ - A - .» (i4!V- - 1^)- 

etc. etc. etc. 

Und hiezu tritt noch die Formel (13.): 
(20.) A^ =» 0. 

Addirt man jetzt alle Gleichungen (19.) ins Unendliche hin, so wird 
die Summe der linken Seiten = Ä^ — Äq, also, nach (20.), = — Aq. 
Und man erhält also: 

Nachdem in solcher Weise Aq gefunden ist, ergeben sich jetzt A^^, A^^ 
^3, . . . der Reihe nach aus den Gleichungen (19.). Man erhält: 

4,==„ö(+^+ j4^,+ ^+ ^-.+ 1^+4 

(21.) A- .e(- J2l-.+[j£^,+ j-£j-,+ ,.!-;„+■■■]), 

A- »s(- iyV-+[r^+ i^"+-])- 

etc. etc. etc. 
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woraus, beiläufig bemerkt, folgt: 

(22.) Ao + Ä, -\- Ä, + A, -\- A^ + ^0. 

Uebrigens kann man offenbar sämmtliche Formeln (21.) ersetzen durch 
die eine Formel: 

Da nun q = e^* ein positiver ächter Bruch, mithin 


^__^^ = qP + ^P+g^P + q'P + ^'" = ;^q^ 

ist, so kann man die Formel (23.) auch so schreiben: 

(24.) An=^ aG^^ (— W2^^»+^^' + [g<2»+8i/ + g(2i.+5); .f qdn+iy ^ JJ ^ 

oder auch so: 

(25.) Än = aG;2 (- nq^^-^^y + ^— ^). 

Es bleibt noch übrig die Werthe der Ä und B in dem Ausdruck 
des Geschwindigkeitspotentials 4> 


<t> = >^ ^ (ÄnC^^ + BnC-^^) Pniil), [vgl. (6.) p. 118] 

zu substituireii. Snbstituirt man zuvörderst die Werthe der S: 

£,'=An + C, [vgl. (11.) p. 123], 

so erhält man: 

1« 


= c V^^«^**P«(<*) + Vi> 2-^ («"* + ^'"') -P-C**)' 


nssO nssO 


WO die erste Summe = -^= ist [vgl. (35.a,b) p. 110]. Somit ergiebt sieh: 


(26.) CD = C + j/^^ An{e^^ + e"^^) Pn(i»), wo ft = cos cd. 

Dies also ist der Werth des Geschwindigkeitspotentials <t) im variablen 
Puncte {Xj y, e) oder (-ö*, co, 9?, ^). Dabei haben die A die in (21.), 
resp. (23.), (25.) angegebenen constanten Werthe, während C eine willkühr- 
liehe Constante vorstellt. Dabei ist das Wort „constant" stets in dem 
Sinne zu verstehen, der p. 118 exponirt wurde. 

Unsere nächste Aufgabe besteht mm in der Berechnung der Üben- 
digen Kraß T der Flüssigkeit. Zu diesem Zwecke ist der Werth von 
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(26.) in die Formel: 

(27.) r = - ^ // CD cos (B, x) d6, [vgl. ( 14) p. 1 16] , 

einzusetzen^ und sodann die Integration auszuführen, um diese Inte- 
gration zu erleichtern^ ist es zweckmässig, den Ausdruck <l> (26.) zu- 
vörderst einer gewissen Transformation zu unterwerfen.- 

§10. 
Transformation des Geschwindigkeitspotentials. 

Führt man in (25.) statt n die Zahl JV = n + ^ ein, so erhält man: 

J 

Der Ausdruck unter dem Summenzeichen kann auch so geschrieben 
werden: 

oder, falls man für $ seine eigenÜiche Bedeutung q «= e~'' substituirt^ 
auch so: 

114- «-*•'* 

oder falls man zur Abkürzung 2jr = ß setzt^ auch so : 
oder (was dasselbe) auch so: 


ap T"* dp ' 

oder endlich auch so: 

Somit ei^ebt sich also aus (ag.): 

,, , / ^ oG d{{y,fi+e-''~i)e-''P\ . » . . , 

(b..)A-^^^^^^_^_^ r^ , WO /J = 2,. .t 

An Stelle von ß kann man, falls es beliebt, auch die entgegengesetzte 
Grösse y ss — ß einführen. Man erhält alsdann: 

(Co.) An^2i > ' ' ■■ -^ ^-ä^ -, wo y = — 2jr. 


% 
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Substituirt man aber diese Werthe von An in die Formel (26): 

<l> = C + !^ (l/^^ne^^Pn W + 1/^^.e-^^PnW) , 


und zwar der Art^ dass man daselbst för das erste An den Werth (bo*) 
für das eweite den Werth (Cq.) eintreten lässt, so erhält man eine Reihe: 

(28.) (D = C+ (ct>i + CD, + <l>3 +^ h <t>i H ), 

deren allgemeines Glied <t>y lautet: 


(29.) <D, 


2 

noO 


aGV^ d [(|/7+ e-fi - 2) «-*-«] ■ 


dp 


aGV^ d [iVey + e-y-2) e^r] 


miihin auch so geschrieben werden kann: 


e**P,0*) 


e**P«(fi) 


(30.) 0, = 


2 




»=»V'l/'y^ + e-'*-2 »,*^ 




VeP + 




2a 


e^(^-/»)P„(^) 


y^yey+e-y-2 


2a 


e^<r-^)PnQi) 


wobei stets im Auge zu behalten ist, dass ß = 2jt und y = — 2 jr sein 
soll. Durch die eigenthümliche Form des Ausdruckes (30.) wird man 
sofort m getvissen geometrischen Betrachtungen hingedrängt; denn 
man sieht sofort, dass die daselbst auftretenden Summen (von n «= 
bis cx) erstreckt) nichts Anderes sind als die Werthe der reciprocen 
Entfernungen irgend welcher Punktpaare. 

Um näher hierauf einzugehen, bemerken wir zuvörderst, dass der 
variable Punct (^, oj, 9?) innerhalb des von der Flüssigkeit occupirten 
schaalenförmigen Raumes 9{ liegen soll, und dass dieser Kaum 9t be- 
grenzt ist von zwei ineinandergeschachtelten Eugelflächen (r) und (r^). 
Demgemäss muss die Coordinate d' jenes variablen Punctes («d*, o, q>) 
einen Werth haben, der seiner Grösse nach stets zwischen t und Xq bleibt. 
Nun ist die Fläche (r) eine wirkliche Kugel, deren Parameter t positiv 
ist. Die Fläche (r^) hingegen ist identisch mit der j^j^Ebene, mithin 
ihr Parameter Xq gleich Null, Und es muss daher die Coordinate ^ 
jenes im Räume 91 variirenden Punctes (d', co, q>) einen Werth besitzen, 
der stets zwischen dem positiven t und dem verschunndenden t^ bleibt. 
Also die Formel: 

(a.) r > -a« > To = 0. 
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Hieraus aber folgt sofort a fortiori^ dass auch folgende Formeln statt- 
finden: 

,|jN 2r>-^> — 2r, 

^ '^ 4r > O- > — 4r, 

etc. etc. 

Demgemäss erhalten wir allgemein: 

(c.) 2jt>»> — 2jt, 

wo j" = 1, 2, 3, . . . sein soll, oder was dasselbe ist: 

(d.) ß>»>y. 

Markirt man also auf der xAxe zwei Puncte 

deren to- und 'd-Coordinaten die Werthe haben sollen: 


(e.) 


0^ = 0, f(Dy=0, 

»ß = ß, d. i. = 2jt, la-y = y, d. i. = — 2jt, 


(f.) 


und bezeichnet man diese beiden Puncte kurzweg mit ß und y, ferner 
ihre reciprocen Abstände von dem variablen Punct (-ö», o, 9?, J^i) respec- 
tive mit T^ und Ty, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (d.): 

^,-eß + e-P-2, und T,»^^^^^ [vgl. (15.) p. 104 

und 
Vi> V¥. "^* (37. a, b.) p. 1 101 

wo wiederum fi = cos cö sein soll. Mittelst dieser Formeln (f.) aber 
gewinnt der Ausdruck (30.) folgende Gestalt: 

Nachträglich wird es nun gut sein unsere provisorischen Bezeich- 
nungen durch etwas genauere zu ersetzen. Wir wollen nämlich fortan 
die Puncte ß und y respective mit 2j und 2j -j- 1 bezeichnen, und 
die Coordinaten derselben mit den entsprechenden Indices versehe;i, 
desgleichen auch die Ts. Die Formel (31.) geht alsdann über in: 

Dies aber in (28.) substituirt, erhält man für das GeschmndigJceits- 
Potential selber den Werth: 

Neu mann, Hydrodynamisoho Untorsnchungen. 9 


(34.) 
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und diese Formel repräsentirt die ausmführende Transformation, Die 
hier auftretenden Punete 2^ 3^ 4^ 5 etc. liegen sämmtlich auf der 
rcAxe^ und haben nach (e.) die Coordinaten: 

oder ausführlicher geschrieben , die Coordinaten: . 

(35.) Oj = 03 s= O4 = G)5 = CDg = ß)^ = •••• =i= Ntdl, 

^2 °=™ 2t, '9'3 = — 2t, 

(36.) -0-4 = 4t, ^5 = — 4r, 

^6 s= 6t, -9*7 «= — 6t, 

etc. etc. etc. etc. 

Für unsere weiteren Betrachtungen wird es nun nothwendig sein, 
uns auf Grund der vorstehenden Formeln (35.), (36.) über die Lage 
all dieser auf der xAxe befindlichen Punete 2, 3, 4, 5, 6, . . . eine deut- 
liche VorstelluDg zu verschaffen. Ist die oCoordinate irgend eines 
auf der a;Axe liegenden Punctes = 0, so folgt daraus sofort, dass der 
Punct ausserhalb der Strecke ÄÄ' sich befindet, [vgl. die Definiton 
von <ö in Formel (8.) p. 100]. Somit folgt aus den vorstehenden 
Gleichungen (35.), dass all jene auf der a;Axe befindlichen Punete 2, 
3, 4, 5, . . . ausserhalb der Strecke AÄ', also theils oberhalb A, theils 
unterhalb A' gelegen sein müssen. 

Femer stehen die geraden Punete: 2, 4, 6, . . . in einfacher Be- 
ziehung zu den ungeraden: 3, 5, 7, . . . Sind nämlich irgend zwei 
Eugelflächen des dipolaren Systems gegeben mit den Parametern ^ 
und — 0*, so sind beide Flächen von gleicher Grosse und gegenseitige 
Spiegelbilder in Bezug auf die yzEbene (vgl. p. 100). Gleiches wird 
daher auch gelten von je zwei Puncten {p-y o, 9?) und ( — -ö-, 0, 9)), 
d. i. von je zwei Puncten, deren «d* Coordinaten entgegengesetzte ^ deren 
(o- und 9> Coordinaten hingegen gleiche Werthe haben. Somit folgt 
aus den vorstehenden Formeln (35.), (36.), rfoss 2 und 3, ebenso 4 
und 5, e&e«sö 6 und 7 «. s. w, gegenkitige Spiegelbilder sind in Bezug 
auf die yzEbene. 

Wir wissen nun femer, dass die Centra sämmtlicher Eugelflächen 
des dipolaren Systems auf der xAxe und ausserhalb der Strecke AA"^ 
liegen (vgl p. 97, 98), dass mithin die o Coordinaten all dieser Centra 
= sind, und überdiess wissen wir, dass für jede solche Eugel- 
fläche die «OCoordinate des Centrums doppelt so gross ist als der Para- 
meter der Fläche (vgl. d. Bemerkung p. 101). Demgemäss wird also 
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X 


(2i:)— c 


(00) 


(-00)-^' 


2i 


A 


z. B. das Centrom c der gegebenen Eugelfläche (r) die Coordinaten 

haben: 

CO, = 0, O-c = 2r,*) 

Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf (35.) ^ (36.); dass dieses Centrum 
c identisch ist mit dem dortigen Puncte 2. 

Lässt man nun einen variablen Punct längs der xAxe, vom Cen- 
trum c aus, sich allmählich herabsenken bis zum Pole Ä, so wird dabei 
seine a;Coordinate beständig abnehmen y mithin seine «^Goordinate be- 
ständig wachsen (vgl. p. 103). Demgemäss wird also seine 'd'Coordinate 
bei der genannten Bewegung vom Werthe 2r aus 
fortwährend wachsen bis mm Werth cx), während 
gleichzeitig seine (oCoordinate = bleibt y (denn die 
ganze Bewegung findet statt außerhalb der Strecke 
ÄA'y EUeraus aber erkennen wir mit Eücksicht 
auf die Formeln (35.), (36.) sofort, dass jener von 
c nach Ä sich herabsenkende Punct während dieser 
Bewegung der Reihe nach die festen Puncte 2, 4, 
6, 8; 10; . . • passiren wird; und gelangen somit 
zu dem Satz, dass all diese Puncte 2, 4, 6, 8, . . . 
auf der xAxe zwischen c und A gelegen sind; 
woraus beiläufig auch folgte dass all diese Puncte 2, 4,~" 
6, 8, . . . innerhalb der KugelfläcJie (r) sich befinden. 
Denn sowohl Cy wie auch A sind im Innern dieser 
Fläche (vgl. p. 97, 98). 

Die ungeraden Puncte 3, 5, 7, 9, . . . sind, wie 
schon bemerkt wurde, die Spiegelbilder von 2, 4, 
6, 8, ... . in Bezug auf die y;8f Ebene. Folglich liegen 
all diese ungeraden Puncte 3, 5, 7, 9, . . . zwischen (— 2r)-|-c' 

c und A'y falls man nämlich unter c das Spiegel- 
bild von c versteht. 

Reoapitnlatioit — SämmtUche Puncte ^j, d, i. 2, 4, 6, 8, . . . liegen 
innerhalb der gegebenen Kugelfläche (t), und zwar zwischen c und A. 
Und andererseits liegen sämmtliche Puncte 2j + 1» d- *• 8, 5, 7, 9, . . . 
ausserhalb jener Kugelfläche, nämlich unterhalb der yzEbene, und 
zwar zwischen c und Ä ; wie solches auch angedeutet ist in der vor- 
stehenden Figur, 

Zusatz. — Die festen Puncte 2, 8, 4, 5, 6, 7, liegen mithin 

alle im Endlichen, Die in der Formel (38.) vorkommenden Grössen 


yz 


-r%i+^ 


*) Demgemäss ist in der vorstehenden Figur dem Cegntrnm c diese seine d Coor- 
dinate: 2r in Parenthese beigefügt; ebenso wie daselbst auch den Polen A und 
A ihre d Coordinaten, nämlich cx) und — oo in Parenthese zugefügt sind. 

9* 
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T^, T^, T4, Tg , . . . . sind aber die reciprocen Entfernungen dieser festen 

Puncte von dem variablen Punct (-O*, 0, 9) oder {x, y, z). Somit folgt 

90 d0 d0 
aus jener Formel, dass 0, -«— , -7^—, -^ — zu Null werden, sobald man 

ox dy dz 

den genannten variablen Punct (o;, y, z) sieb im Innern der Flüssigkeit 

nach irgend welcher Richtung hin ins Unendliche entfernen lässt. Oder 

mit andern Worten: Es ergiebt sich, dass die Geschwindigkeitscomponenten 

d d d 

u =» ^ — , V *= -X — , w = -^— an den unendlich fernen Stellen der Flüssig- 

ox oy dz ^ 

keit, beständig Null bleiben, dass also die Flüssigkeit selber, hei der hier 
betrachteten Bewegung, an ihren unendlich fernen Stellen beständig in 
. Ruhe bleibt. Und demgemäss wird also in der hier behandelten hydro- 
dynamischen Aufgabe keine Aenderung eintreten, wenn wir uns die 
Flüssigkeit im Unendlichen von irgend einer festen Fläche begrenzt vor- 
stellen, z. B. von einer um den Anfangspunct des Coordinatensystems 
(x, y, z) beschriebenen Kugelfläche. Alsdann wurde also der von der 
Flüssigkeit occupirte Raum 91 innerlich begrenzt sein von der in Be- 
wegung begriffenen Kugel, und äusserlich tJieils von der festen yzEbene, 
iheils von einer ebenfalls festen Halbkugel fläche, deren Radius unendlich 
gross ist. 

Bemerkung. — Bedient man sich der von mir in meinem Werk (von 
1862, über die nichtconcentrischen Eugelflächen) gebrauchten Ausdrucke- 
weise, und betrachtet man gleichzeitig die yzEhene als eine unendlich 
grosse Kugelfläche, so kann man, zufolge der Formeln (36.), (36.) den 
Punct 3 denjenigeii nennen, welcher zum Punct 2 oder c in Bezug auf 
die yz Ebene conjugirt ist. Und desgleichen kann man alsdann weiter 
den Punct 4 als denjenigen bezeichnen, welcher zu 3 conjugirt ist in 
Bezug auf die gegebene Kugelfläche (r.) Sodann wird man ferner den 
Punct 5 als conjugirt zu 4 in Bezug auf die ^£; Ebene, und 6 als conjugirt 
zu 6 in Bezug anf die Kugelfläche (r) zu bezeichnen haben. U.s.w.U.s.w. 
Der Begriff der conjugirten Puncte ist aber identisch mit dem Begriff 
der Thomson'schen Spiegelbilder (electriccU images). Und man würde daher 
nach Thomson die Puncte 3, 6, 6, 7, 8, 9, .... als diejenigen charak- 
terisiren können, welche aus dem Puncte c oder 2 sich ergeben durch 
alternireode Spiegelung an der yzEhene und an der Kugelfläche (r). 


§ 11. 

Bereohniing der lebendigen Kraft der Flüssigkeit. 
Substituirt man den Werth (33.): 

(37.) <D = (7 + 2a^G ( --L ^ — -L ^ + -L ^ - H "^ 

in die Formel der lebendigen Kraft (27.): 

(38.) T = - ^ff<t> cos (B, x) da, 
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so erhält man sofort: 

(39.) r— ,«.e.(-L|ä_^L|| + ^;_|^ _ +....), 

WO die U's die Bedeutungen haben: 

U,j -^SJT,, cos (U,x)d6, 

Uij^i = ff Tij^i cos (B, X) döy 

wo die Integrationen sich hinerstrecken über alle Oberflächenelemente 
dö der gegebenen Kugel (r). Dabei bezeichnet B den nach einem 
solchen Element de laufenden Eugel-Kadius^ und {B,, x) den Winkel^ 
den dieser Radius mit Aer positiven x-Axe macht. Ausserdem bezeichnen 
Tgy und Tij^i in den Formeln (40.) die reciprocen Abstände des 
variablen Elementes dö von den im vorhergehenden §. näher besprochnen 
festen Puncten 2j und 2 j + 1- 

Um die Integrale (40.) zu berechnen, mag zuvörderst das allgemeinere 
Integral betrachtet werden 

(«.) Up = // Tp COS (-B, x) dö, 

wo p einen ganz beliebig gegebenen festen Punct, mithin T den red- 

procen Abstand dieses Punctes p vom Elemente da vorstellen soll. Man 
gelangt alsdann zu folgendem Besultat, 

Acic 
(ß.) Upz=s — rp cos (rp, x), falls p innerhalb der Kugelfläche liegt. 

(y.) U^ ssss —(—\ rp cos (Tp, x), falls p ausserhalb derselben liegt. 

Dabei bezeichnet r die vom Kugelcentrum nach p laufende Li^iie, und 
{r , x) den Neigungswinkel dieser Linie gegen die positive xAxe, 
Beweis. Setzt man zur Abkürzung: 

w = (B, x), Wp = (r,, x), Y = (B, Tp), 

und überdies n ss cosu? und ft b= cosu? , so ist bekanntlicb: 


Tp = ^ ^^f+r ^« (^^^ y)y ^^^^ ^ innerhalb der Kugelflächo liegt. 

Ist nuu (p das Azimuth des Elementes da, so wird da = B^dfidtp, so 
dass also das Integral (a.) die Gestalt erhält: 

Up == // Tp cos (B, x) li'diidtp = ü" Jf T, F^ ((i) diid<p] 

denn es ist nach unseren Bezeichnungen cos {B, x) =» cos w =b fi^ mithin 
auch = P, (fi). Durch Substitution des Werthes von T folgt daher: 




Up^Ji' l 2> -J.r Pn (cos y) F, (fi) di^dq,. 
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Und hieraus ergiebt sich mittelst der bekannten Integraleigenschaften 
der Engelfanctionen: 

Dp = iJ»(^,)p.(ft,).^, 

oder weil P^ (ft_) = » sa» cos «7 = cos (r , x) ist : 

Up = — ^ — { -jfi ) cos (rj,, a;), stets vorausgesetzt, dass p innerhalb d. Kugel. 
Desgleichen wird man offenbar erhalten: 

Up «= — r — ( "~ä ) Cös(rp,a;) falls jp aitö8er^a26 der Kugel liegt. 

Dies aber sind die Formeln (p.) und (y.). — Q. e. d. 
Für die vorgelegten Integrale (40.) ergeben sich nun mittelst 
dieses Hülfssatzes {a.), {ß.), (y.) und mit Rücksiclit auf die Becapi- 
tulation p. 131 die Werthe: 

U2J = -^ r^j cos Ä = ^ r^j, 

(41.) ^- 4ä / i? V 4w Ä» 

^'^^ - T [T^J ''^+^ cos « = - - ^-^^, 

WO r2; und rj^-i-i Abstände der Puncte 2j und 2j + 1 vom Centrum 
der gegebenen Eugelfläche vorstellen. Aus (41.) folgt sofort: 

1 ^^ij . i!? _i ^\ 

(42.) y^J ^^'' " «>^"^^2? 

Bezeiclinet man nun die x Coordinaten der Puncte c, 2j, 2 j + 1 (Figur p. 1 3 1 ), 
resp. mit Xo, x^j^ ^2/4-1 ? so ist Tij ^= Xq — x%j und t^j^i = a?c — ^«/-hi- 
Demgemäss ergiebt sich mit Rücksicht auf p* 103: 

^^^ ^^ij _ 2a 

^^%J ^*2y 'V'gy' 

a^g^.^1 ^^2J+1 ^2/H-l * 

Somit gehen die Formeln (42.) über in: 

1 ^^2y Sjra 


1/^2^+1 ^^2>+l ~ 3 \7^ *'«>^»/ * 


(43.) ^ ^^^ . -' 


Da die -Ö- Coordinaten der Puncte 2j und 2j+ 1 nach (34.) die Werthe 
haben: 2jr und — 2jr, so ergiebt sich: 

tl^^j = ^2,+i = ((^-^ - e-^•^)^ [vgl. (a.) p. 103.] 
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Nimmt man aber hiervon die positive Quadratwurzel, und beachtet 
dabei, dass j und r beide positiv sind, so ergiebt sich: 

mithin: 

Bringt man ferner die allgemeine Formel (e.) p. 103: 

— (e*'— l)(e*'— 1) 
auf die Entfernungen B, und rtj^i in Anwendung, so folgt*): 


und hieraus durch Division und Erhebung zur dritten Potenz 
Hieraus aber, und aus (a.) ergiebt sich sofort: 

Substituirt man jetzt die Werthe (a.), (c.) in (43.) so erhält man 

-iz_ ^ElL — ^^^ ( ^~^ V Sffg f <t^ y 

(44 ) 

_ i ^ ^2/4- 1 ^ , 16ffa / e-(^4-i)^ y^ 16^»« / 9^+ ^ _\ 3 

wo 2 = e""* ist, ebenso wie früher [vgl. z. B. (2.) p. 117]. Substi- 
tuirt man jetzt endlich die Werthe (44.) in den Ausdruck der leben- 
digen Kraft T (39.) so erhält man: 


/ 1 B y_ / e-^^^^ y 

^'•^ Wo: ^2;;i7 ~v- e-^^^+^>* ; • 


(45.) T=Qa^G 


2/^2 SäÄ 


fe)'+ (t^)'+ (,iV)'+.- •i 

i+2(^)v<^vy+<T^)+--l 


*) Es ist nämlich »'2/+1 ^^® Entfernung des Punctes 2j' + 1 vom Centrum c. 
Andererseits kann B angesehen werden als die Entfernung zwischen c und zwischen 
einem oberhalb c auf der xAxe liegenden Punctc, dessen ^Coordinate » t ist 
Uebrigens kann man die erste der Formeln (b.) auf einfachere Art herleiten. Vgl. 
den Nachtrag am Schluss dieses §. 
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wo die Glieder der ersten Zeile von den Puncten 2jf die der ztveiten 
von den Puncten 2j + 1 herrühren. Diese Formel (45.) reducirt sich 
sofort auf: 

(46.) T-?(2„).e.|(ii,)'+8[(X_.)-+(riL.)+(r$^+.-] ). 

oder (was dasselbe) auf: 

(47.) T = !^ (2a)3G« {{^J + 3|^(^y )• 

Nun hat der Kugelradius B nach (b.) p. 135 den Werth: 


-— < 


9' 


(f.) JB = r- = r-^, woraus folgt: 2a = B — 

Substituirt man diesen Werth von 2a in (47.), so erhält man: 

(48.) T = ^ i?»(?« { 1 + 3 (1 - g*)» 5(— '^)' 

VerscMedene Darstellungen der lebendigen Kraft. — IBezeichnet 
man in (48.) den Ausdruck in den geschweiften Klammern mit F, 

und beachtet man, dass das G nur Abbreviatur ist für ^ [vgl. (6.) p. 115], 
so erhält man: 

(49.) • r-=^ij»j'(^^y, 

WO F den Werth hat: 

(50.) F= 1 + 3(1 -3')«^(^-L^ . 

Demgemäss kann dieses F auch so dargestellt werden: 

(51.) ^=l+3(l-.3«)3^g3,(i^3j2,-h2^6^;+4^10g«^+«+ 152»^+«+...), 

oder, mehr symmetrisch geschrieben, auch so: 
(52.)J'=l+3(^)'5(^23^+»+?^^2«i+»+^2V+7+*^?g9i+9+....), 

oder, was dasselbe, auch so: 

(53.) 2^= 1 + 3 (i:^«-)' 'J2*(^?(!L+i) j<.,+i)u+m), 
oder falls man jetzt die Summatiou j ausführt, auch so: 
(64) F_ 1 + 3 (l^y ^(1<=±12 ^^) . 
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Man kann schliesslich die Function F entwickeln nach Potenzen von q, 
und erhält alsdann eine Reihe: 

(A.) 2^=l + 3g» — Dg'^ + Sg^+lSg^-gg» — 273» + , 

deren Coefficienten kein besonders einfaches Gesetz darbieten. Hieraus 
folgt z. B.: 

(B.) |5:=V-452*+182»+.... 

mithin: 

(C.) f^^ ^f = 9«* - 36a» + 18ä^ + 

Bemerkung. Mittelst der Formel (50.) ergiebt sich leicht^ dass 

sowohl Fy wie auch -^ stets positiv sind, falls man nur beachtet, dass 

q ein positiver achter Bruch ist Man kann nämlich jene Formel (50.) 
auch so schreiben: 

<«.) F= 1 + 3 (<pj + <p» + ,)» + . . . + (p; + . • . .), 

wo alsdann tpj die Bedeutung hat: 

iß-) 9j = 1 _ g%+r • 

Dieses q>j lässt sich offenbar auch so schreiben: 

af 

und hieraus folgt: 

oder etwas anders geordnet: 


% 


wo das letiste Glied = (g* + gr-* + 1) oder = (g^ + g~*) ist, jenachdem 
j gerade oder ungerade. Hieraus folgt durch Differentiation nach q: 

WO das A = 2 oder «= 1 ist, jenachdem ^j gerade oder ungerade. 

Da nun q ein positiver ächter Bruch ist, so ergiebt sich aus 

(ß.), (y.), dass (pj und -^ stets positiv sind. Hieraus aber folgt mit 

j TT 

Rücksicht auf (a.), dass Gleiches auch gilt von F und -^ • — Q,e.d. 
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Nachtrag. — Ein Blick auf die frühere Figur p. 97 zeigt, dass da- 
selbst (ca) mittlere Proportionale ist zwischen (qA) und (cÄ'): 


(f.) (ca) = Y{cA) (cAy 

Dieses (ca) repräsentirt aber, wie jene Figur zeigt, den Bciditu R 
derjenigen Kugel fläche des dtpolaren Systems, deren Centrum in c liegt; 
während andererseits die recMe Seite der Formel (f.) bezeichnet werden 
kann als das geometrische Mittel £ der beiden Polabstände des Pnnctes c. 
Die Formel (f.) nimmt daher die Gestalt an 22 = {, d. i. 

(g.) JJ« = |2 = 4a*^-S [vgl. (26.) p. 106.] 

Hieraus aber folgt, wenn man für die t^Coordinate des Centrums c ihren 
analytischen Ausdruck substituirt: 

(h.) R^ = 4a*e^ {e^ — 1)-«, [vgl. («.), p. 108), 

wo das ^ die dCoordinate des Centrums c vorstellt. Diese ^Coordinate 
ist bekanntlich aber doppelt so gross als der Parameter der in Rede 
stehenden Eugelfläche [vgl. die Bemerkung p. 101]. Bezeichnet man also 
diesen Parameter mit t, so ergiebt sich: 

(i.) B* = 4a*6^(c^~ 1)-*. 

Und hieraus folgt: 

|E = 2ac* (c** — 1)-*, falls r positiv, 

^ '^ \r = 2ae^ (1 — e**)-S falls t negativ ist. 

Also der Satz: Lenkt man-^ich irgend eine Kugelftäclie des dipolarefi 
Systems vom Parameter t gegeben, so wird der Radius H dieser Fläche 
den in (k.) genannten Werth besitzen. Und hiemit steht in Einklang der 
vorhin (b.) p. 186 für R gegebene Ausdruck. 

§ 12. 

Die Besultante der von der Flüssigkeit auf die Kugel 

ausgeübten Druckkräfte. 

Die Oberfläche der betrachteten Kugel hat den Parameter -9" = r. 
Folglich ist die '9'Coordinate ihres Mittelpuncts = 2r (Satz p. 101). 
Demgemäss ergiebt sich für die ä;Goordinate dieses Mittelpunctes der 
Werth: 

(55.) E = a 4^-1 = a J-^S , [vgl. (^.) p. 103]. 

e — 1 *■ ^ 

Andererseits hat der Radius B der Kugel den Werth: 

(56.) ^-\--^> [vgl. (f.) p. 136]. 

Aus (55.), (56.) folgt durch Division: 

(57.) -i=-"±"-^, 
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und hieraus durch Differentiation nach der Zeit: 

1 <?£^ i-g' dg 
B dt 23' di^ 

oder was dasselbe ist: 


(58.) 


dq 2g* 1 d^ 


dt 1—2« li dt 

Nun hat auch (49.) die lebendige Kraß T der FlüssiglceU den Werth : 

wo F nur von q abhängt^ während q (die Dichtigkeit der Flüssigkeit) 
und B (der Kugelradius) Constanten sind. Durch Differentiation nach 
der Zeit erhält man also: 

^ = !^ 7?s f^Fdq (diy X 97P^S^'J\ 
dt 3 ^'' \dq di\dt) '^ ^-^ dt dt"^)' 

oder, falls man fiir -— den Ausdruck (58.) substituirt: 


^ = ^ JR3 


\ M \ — q^ dqXdtJ '^ ^^ dtdt^) 


dt 3 

Substituirt man aber diesen Werth in die früher gefundene Formel: 
(59.) X^ = - Xi - (^)"' ^, [vgl. (7.) p, 115], 


so erhält man: 


2äp ^2 ?• dF fdi\^ ^nQ ^..^d^ 


(60.) X. = - X. + i|^ JR^ ^- ^^1 (^?)' - 'J^lt^F ,,. , 

wo 2 den Werth hat: 

(61.) j = *— »'^ 

Dieser Werth nämlich ergiebt sich sofort aus der Gleichung (57.), 
falls man nur beachtet, dass g ein positiver ächter Bruch ist. Wir 
haben somit folgenden Satz: 

Die incompressible Flüssigkeit befinde sich auf derjenigen Seite der 
yeEbene, auf welcher die positive xAxe liegt, und sei äusserlich begrenzt 
theüs von der festen y0 Ebene selber theils von einer ebenfalls festen 
HaU)kugel fläche, die um den Anfangspunct des Coordinatensystenis mit 
unendlich grossem Radius beschrieben isr(vgl. den Zusatz p. 131). Im 
Innern der Flüssigkeit befinde sich eine Kugel, deren Mittdpunct auf der 
xAxe liegt^ ufid längs dieser Axe frei beweglich ist 

Auf dieses aus Kugel und Flüssigkeit bestehende materielle Systetn 
mögen von Aussen her gegebene Kräfte einwirken. Und zwar mag die 
Summe der xComponenten der die Kugel soüicitirenden äussern Kräfte 
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mit X, andererseits das Potential der die Flüssigkeit soüidtirenden 
äussern Kräfte mit F= V(Xyy,si) "bezeichnet sein. Ueberdiess sei der 
Anfafigszttötand der Kugel und ebenso der der Flüssigkeit in beliebiger 
Weise gegeben, jedoch letisterer als ein wirbelfreier. 

Alsdann ergiebt sich für die Bewegung der Kugel die Differential- 
gleichung: 

(62.) V • Mg = X+X^ 

WO M die Masse der Kugel, j die x-Coordinate ihres Mitteljpunctes, ufid 
X^ die x-Componente derjenigen Wirkungen vorstellt, wekJie auf die Kugel 
ausgeübt werden durch den Druck der umgebenden Flüssigkeit, 

Bezeichnet man nun den Radius der Kugd mit R, die Diciitigkeit 
der Flüssigkeit mit q, setzt man femer 

iP^O i = B ' 

und versteht man endlich unter F oder F{q) die auf p. 136 besprochene 
Function, so hol die in Rede stehende Componente X^ den Werth: 


d'i 


(64.) X. = - X. + ^ 1? r^. If (§) - '-? B^F^^^ 

Dabei repräsentirt X^ die dem Princip des Archimedes entsprechende Kraft, 
nämlich die x-Componente derjenigen Wirkung, welche die dem Potential 
V entsprechenden äusseren Kräfte auf die Kugel ausüben würden, falls 
die Materie der Kugel identisch wäre mit der der gegebenen Flüssigkeit. 
Die Componente X^ besteht also im Ganzen aus drei Theilen. 
Der erste Theil isl = — X^, der zweite proportional mit dem Quadrat 
der Geschwindigkeit der Kugel, und der dritte proportional mit der 
Beschleunigung der Eugel. 

j TT' 

Da q ein positiver ächter ßruch ist, femer F und -j- stets po- 
sitiv sind (Bemerkung p. 137), so ergiebt sich aus (64.) sofort, dass 
der zweite Theil der Kraft X^ ebenfalls stets positiv, also von saldier 
Art ist, als fände ztvischen der Kugel und der festen Wand (der y^-Ebene) 
eine gegenseitige Abstossung statt. Andrerseits ergiebt sich aus (64.), 
dass der dritte Theil von X^ negativ oder positiv ist, je nachdem die 

Beschleunigung -,-| einen' positiven oder negativen Werth hat, dass mit- 

hin dieser dritte Theil von X^ als eine Kraß zu bezeichnen ist, welche 
der augenblicklichen Beschleunigung der Kugel jederzeit entgegen arbeitet. 
Der ächte Bruch q (63.) hat eine einfache geometrische Bedeutung. 
Bezeichnet man nämlich den Anfangspunct des Coordinatensystems 
mit 0, den Mittelpunct der Eugei mit c, und legt man von o aus eine 
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Tangente op an die Eugel (p der Berühraogspunkt), so ist offenbar 
(ocp) ein bei p rechtwinkliges Dreieck. Bezeichnet man die Seiten 
dieses Dreiecks mit (öc), (op) und (cp\ so kann man die Formel (63.) 

auch so schreiben: 

^ joc)^ (op) 

2 (cp) 

Aus dem genannten Dreieck {opc) ergiebt sich aber sofort: (op) = (oc)cosx 
und (cp) = (oc) sin x, wo x.den Innenwinkel des Dreiecks bei o vor- 
stellt. Somit folgt: 

(OC) — (OC) 008 X 1 — COS X 

^ (o c) ein h sin x ' 

oder kürzer: 

(65.) gf = tangY- 

Der hier eingeführte Winkel x kann etwa bezeichnet werden als der 
^härische Badius des von o aus an die Kugel gelegten TangentenJcegels. 
Dieser Winkel x variirt offenbar zwischen 0^ und 90^, mithin q selber, 
nach (65.), zwischen und 1. Es wird nämlich x = 0®, und q eben- 
falls «= 0, sobald die Eugel längs der gegebenen a;-Axe ins Unend- 
liche aufsteigt. Und andrerseits wird x = 9(fi, mithin g = 1 , sobald 
sich die Kugel herabsenkt bis zur Berührung mit der y^-Ebene. 

Nehmen wir nun an, die Kugel sei sehr weit von der y^-Ebene 
entfernt, so sind x und q äusserst klein. Und demgemäss nimmt als- 
dann die Formel (64.) mit Rücksicht auf (A.), (B.), (C.) p. 137 folgende 
Gestalt an: 

(66.) XP XJ + ^^ R' (9(z* - 36g« + 18g' + • . .) (ff)' 

Somit folgt in erster Annäherung: 

(67.) XP=-X^+^-^R^.9q*(^^'-^^R^{l + 3^)% • 

oder weil das g, wie aus (63.) sich ergiebt, in erster Annäherung 
«= — ist: 

(68.) » - - X. + »fS f ß;)" -'-^B'{l+ If;) ?;•■ 

Hieraus ersieht man z. B., dass der zweite Theil von Xp umgekehrt 
proportional ist mit der vierten Potenz der Entfernung j des Kugel- 
mittelpunctes von der festen Wand. 

Lässt man endlich j unendlich gross werden, so folgt aus (68.): 

(69.) xp^ — XJ—^^R^ ^'^^^ 
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so dass also in diesem Fall z. B. die Di£ferentialgleichuiig (62.) die 
Gestalt annimmt: 

(70.) (jtf+?|£jR»)g = X-X'5 

was zufolge unserer früheren Untersuchungen a priori zu erwarten 
stand [vgl. (12.) p. 79 und (22.) p. 83]. 

Bemerkung. — Wir haben bei unserer Untersuchung gleich zu 
Anfang (p. 113) vorausgesetzt, die Kugel solle eine bloss fortschreitende 
Bewegung haben. Doch bleiben die erhaltenen Resultate offenbar auch 
dann noch in Kraft, wenn die Kugel, während ihr Mittelpunct längs 
der x-Axe fortgeht, um diesen Mittelpunct in irgend welcher Drehung 
begriffen ist. Dies ergiebt sich nämlich sofort, falls man beachtet, 
dass bei all unseren Betrachtungen die Reibung der Flüssigkeit (die 
innere wie die äussere) als Null vorausgesetzt wird. 

Zweite Bemerkung. — Für den Specialfall, dass die von Aussen 
her auf das System einwirkenden Kräfte Null sind, wird X = 0, und 
ebenso auch X^ = 0; wodurch die Formeln (62.) und (59.) die ein- 
fachere Gestalt erhalten: 

Hieraus folgt durch Elimination von Xp sofort: 

(ß) M^^=-^. 

^P'^ ^ dt dt* dt 

Nun ist aber nach (49.) 

(y.) T=0„(^«)*, wo 0„ = ^ B» J' ist, 

und wo also G^j (ebenso wie jF) lediglich von g, oder (was dasselbe) 
lediglich von j abhängt. Substituirt man dieses T (y.) in die Formel 
(j8.), so folgt: 

Und dies ist dieselbe Formel, welche auf anderm Wege schon früher 
gefunden wurde [vgl. (53.) p. 91J. 


Uelier die Bewegung einer Kngel im Innern einer incompressiblen 
Flüssigkeit^ welcbe änsserlieli begrenzt ist von einer fest aufgestellten 

Kugelscliaale. 

§ 1. 

Ueber einen neuen Weg ztir Ldsung der im vorhergehenden Absohnitt 
behandelten Aufgabe, unter Anwendung der Spiegelpunote. 

• 

Es handelt sich um die Bewegung einer Kugd im Innern einer in- 
compressiblen Flüssiglceit, die äusserlich begrenzt sein soll von einer fest- 
auf gestellten Kugelfläcke*); diese Aufgabe ist im Torhergehenden Abschnitt 
nur für den speciellen Fall absolvirt worden^ dass jene äussere Eugel- 
fläche eine Ebene isi Obwohl es nun keinem Zweifel unterliegt^ dass 
die dortige Methode auch zur AbsolTirung des allgemeinen Falls geeignet 
und ausreichend sein werde ^ so erscheint es doch; bei der grossen 
Weitläufigkeit dieser Methode^ sehr wünschenswerth, dieselbe durch 
einen bequemeren Weg zu ersetzen. 

Eine gewisse Andeutung zur Auffindung eines solchen bequemeren 
Weges scheint gegeben zu sein durch das spontane Hereinbrechen der suc- 
cessiven Spiegelpuncte in den Gang unserer früheren Betrachtungen.**) 
In der That liegt, bei dem grossen Nutzen, den diese Puncte z. B. für 
die Losung der elektrostatischen Probleme gewähren, der Gedanke nahe, 
dass ihr dortiges Auftauchen kein ganz zufälliges sein möchte, dass 
sie yielmehr für das vorliegende hydrodynamische Problem von der- 
selben fundamentalen Bedeutung sein konnten, wie für jene. Probleme 


*) Genauer ist die Aufgabe angegeben auf p. 113, 114. 
**) Vgl. die Bemerkung p. 182. Wenn ich damals diese Pancte (ebenso 
wie in meinem Werke von 1862 über die nichtconccntrischen Eugelflächen) ah 
conjugirte Pancte bezeichnete, so scheint es mir gegenwärtig wohl angemessen, 
dieselben, nach ihrem eigentlichen Entdecker: TT. Thomson, als Spiegelpuncte^ resp. 
elektrische Spiegelptmcte {EUctrical images) in meine weiteren Betrachtungen ein- 
zuführen, Übrigens aber, je nach dem angenblicklichen Bedürfniss, bald den einen^ 
bald den andern Namen anzuwenden. 
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der Elektrostatik. Hierüber nachdenkend^ habe ich lange Zeit die be- 
Jcannten Eigenschaften der Spiegelpuncte für die vorliegende hydro- 
dynamische Aufgabe zn verwerthen gesucht, — jedoch ohne irgend 
welchen Erfolg; bis ich schliesslich durch weitere üeberlegungen zu 
einer gewissen netien Eigenschaft jener Puncte geleitet wurde, mittelst 
deren in der That ein ausserordentlich bequemer und übersichtlkher Weg 
zur Lösung der in Bede stehenden Aufgabe sich eröffnet. 

Schwierig und wenig dankenswerth würde es sein, wenn ich die 
üeberlegungen, die mich hiebei geleitet haben, und deren Gang im 
Allgemeinen mehr sprungweise als geradlinig Terlaufen ist, wirklich 
mittheilen wollte. Und ich werde es daher vorziehen, in mehr syn- 
thetischer Weise zu verfahren, indem ich zuvörderst die bereits he- 
Icannten Eigenschaften der Spiegelpuncte in Kürze recapituliren, sodann 
die in Rede stehende neue Eigenschaft mittheilen und beweisen, und 
endlich von hier aus zur Losung des hydrodynamischen .Problems mich 
hinwenden werde. 

§2. 

Die Thomson^BOhen Spiegelpimote. (Eleotrioal Images.) 

Es sei gegeben eine um den Punct c mit dein Radius R be- 
schriebene Eugelfläche. Lässt man von c einen Strahl ausgehen, und 
markirt auf demselben zwei der Relation: 

(1.) ica) (cß) = R' 

entsprechende Puncte a und ß, so heisst jeder von diesen beiden 
Puncten das Spiegdbild des andern. Auch^pflegt man zwei solche Puncte 
als conjugirte oder corre^midirende Puncte zu bezeichnen. Liegt a 
ausserhalb der Kugelfläche, so kann man, wie aus (1.) sich leicht er- 
giebt, den conjugirten Punct ß folgendermassen constmiren: Man lege 
von a aus einen Tangentenkegel an die gegebene Kugel; alsdann ist 
ß der Mittelpunct derjenigen Kreislinie, in welchem Kugel und Tan- 
gentenkegel einander berühren. 

Erste Bemerkung. — Ist a irgend ein Punct auf der gegebenen Eugel- 
fläche, und läest man a nach a rücken, so wird [zufolge (1.)] der con- 
jugirte Punkt ß ebenfalls nach a hin wandern. Jeder auf der Kugel- 
fläche liegende Punct a Jiat daher zum Spiegelbilde sieh selber. 

Zweite Bemerkung. — Liegt der Punct a in unendlicher Feme, ist 
mithin {cd) = oo, so folgt aus (1.): {cß) = 0. Jeder unendlich ferne 
Punct hat daher zu seinem Spiegelbilde das Centrum der gegebenen 
Kugelflciche. Schon hieraus geht hervor, dass die in Rede stehenden 
Spiegelbilder im Allgemeinen keine optischen sind; was sich leicht be- 
stätigt mittelst der betreffenden Formeln. 
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Ist nämlich a ein leuchtender Punct ausserhalb der Eugelfläche, ferner 
a der Punct, in welchem die Engelfläche von der Linie ca getroffen 
wird, und denkt man sich endlich auf dieser Fläche eine unendlich kleine 
Calotte f^ markirt, deren Mittelpunct in a liegen soll, so wird ein Theil 

der von a ausgehenden Strahlen von der Calotte /), reflectirt werden. 

Sucht man nun den virtuellen Brennpunct ß dieser von /j^ reflectirten 

Strahlen näher zu bestimmen, so erhält man die Relation: 

( ^ 1 . 1 _ 2 

{ca)'^ {cß)~ H' 

also eine Formel, die von der früheren Formel (1.) wesentlich verschieden 
ißt. Zwei jener früheren Formel (1.) entsprechende Punnte a, ß sind also 
in der That "keine optischen Spiegelbilder, Sie können, weil ihre An- 
wendung namentlich in der Theorie der ElectriciULt eine sehr wichtige 
und vielfache ist, nach dem Vorgänge von W. Thomson etwa als elek- 
trische Spiegelbilder (Electricäl Images) bezeichnet werden. Der Kürze 
willen erscheint es indessen zweckmässig, das Epitheton „elektrisch** in 
der Regel fortzulassen. 

Dritte Bemerkniig. — Liegt a ausserhalb, mithin ß innerhalb der 
Eugelfläche, und ist a der Punct, in welchem diese Fläche von der Linie 
cßa getroffen wird, so kann die Formel (1.): (ca) (cß) =» i2' auch so 
geschrieben werden: 

m (B + {0a)) (B - (aß)) = B«, 

woraus folgt: 

(rO (<,«)_ („^) = 0!^. 

Hieraus aber folgt für den speciellen Fall, dass E =^ oo ist, sofort: 

(^.) (öa) = (öß). 

Somit seihen wir, dass für diesen speciellen Fall einer unendlich grossen 
Kugeiflüche d, i. für den speciellen Fall der JSrbene die TJiomson* sehen 
elektrischen Spiegelbilder identisch werden mit den optischen. 

Vierte Bemerknng. — Uebrigens kann man für eine beliebig gegebene 
Eugelfläche, von endlichetn Radius B, die elektrische Formel (1.), wie aus 
(y.) ersichtlich, auch so schreiben: 

(,.) (.„) - i,ß) = Si^im.^ 

und gleichzeitig der in («.) angegebenen optist^ien Formel folgende Gestalt 
verleihen: 

(«.) (da) - (tf^) - ?i!^. 

Vergegenwärtigt man sich nun die gegebene Eugelfläche ft, femer die 
drei in gerader Linie liegenden Puncte c, <f, a, (a ausserhalb ß), und 
denkt man sich um c<f, als Durchmesser, eine zweite Eugelfläche §t' con- 
struirt, so führen die vorstehenden Formeln (rj.) und (o.) sofort zu dem 
Satz, dass das optische Spiegelbild des Fundes a für die Fläche ^ 
ideniisch ist mit dem elektrischen Spiegelbild dieses Punctes a für die 
Fläche ft'. 

Neumann, Hydrodynamiflche Untersuchungen. 10 
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Sind irgendwo im Räume zwei Puncte a und A gegeben, und be- 
zeichnet man die (elektrischen) Spiegelbilder • dieser Puncte för die 
gegebene Eugelfläche, deren Centrum c und deren Radius R heisst, 
respective mit ß und B, so ist nach (1.): 

(ca) (cß) = (cA) (cB) = B«, 

oder was dasselbe: (ca) : (cA) == (cB) : (cß)] folglich: 

A(caA) oo A(cBß). 

Aus der Aehnlichkeit dieser beiden Dreiecke folgt die Proportionalität 
ihrer sämmtlichen Seiten, mithin die Formel: 

(aA) (ca) (CA) 


(20 


(Bp) (cB) {cß) 


Ist nun aber m = t; = m?, so wird auch u = yvw sein. Somit ergiebt 
sich aus (2.) die weitere Formel: 


(of A) ^ }/(ctt) (cA) 
tfB) "" y(cß){cB)' 

(«A) _ (ßB) 


oder was dasselbe: 

(3.) - ^ 

V{ca){c^) V{cß){cB) 

Die Formeln (1.) und (3.), fc^efe ausgezeichnet durch Symmetrie und Ein- 
fachheit, repräsentiren das Fundament unserer weiteren Betrachtungen. 

§3. 

Die Theorie der Spiegelptmote, bei Zugmndelegxing der 

dipolaren Coordinaten. 

In der früheren Figur p. 97 ist offenbar: 

(cÄ) (cÄ') = (cay. 

Zufolge (1.) sind daher in jener Figur die Puncte A und A' gegen- 
seitige SpiegeU>ilder in Bezug auf eine um c mit dem Radius (ca) be- 
schrieben gedachte Eugelfläche. Diese Fläche ist aber offenbar eine 
beliebige unter den Eugelflächen des dipolaren Systems; während gleich- 
zeitig A und A' die beiden Pole dieses Systems vorstellen. Somit er- 
giebt sich also der Satz, dass die beiden Pole A und Ä gegenseitige 
Spiegelbilder sind für 

(4.) jedwede Kugelfläche des dipolaren Systems; 

m 

oder mit andern Worten, dass sie in Bezug auf jede solche Kugel fläche 
einander conjugirt sind. 
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Dies vorausgeschickt; stellen wir uns jetzt folgende Aufgabe: Es 
ist gegeben irgend eine Eugelfläche des dipolaren Systems mit dem 
Gentrum c und dem Kadius R. Ferner ist gegeben ein Punct a yon 
ganz beliebiger Lage. Es soll das Spiegelbüd von a f&r jene Eugel- 
fläche ermittelt werden. 

Zufolge des soeben bewiesenen Satzes (4.) sind die beiden Pole 
A und Ä' gegenseitige Spiegelbilder in Bezug auf die gegebene Kugel- 
fläche; sodass also die Relation stattfindet: 

(f.) (cÄ) (cA') = R\ 

Denkt man sich nun durch den gegebenen Punct 
a und die beiden Pole A, Ä eine Kreisperi- 
pherie gelegt; und denjenigen Punct^ in welchem 
diese Peripherie von der geraden Linie ca zum 
zweiten Mal geschnitten wird, mit /3 bezeichnet, 
so ist nach dem Secanten-Satz: 

(g.) {cA) {CÄ) = (c«) (c^). 

Aus (f.) und (g.) folgt sofort: 

(k) {ca) (cß) = RK 

EUeraus aber ergiebt sich [mit Bücksicht auf 
(1.)], dass der Punct ß das gesuchte Spiegelbild 
von a repräsentirt. Wir gelangen somit zu 
folgendem Satz: Versteht man unter a einen gan» 
beliebig gegebenen Punct, femer unter ß das Spiegel- 
bild von cc in Bezug auf irgend 
(5.) eine gegebene Kugdfläche des dipolaren Systems, 

so liegen a und ß einerseits auf einer durch die beiden Pole gehenden 
Kreisperipherie, und andrerseits auf einer durch das Centrum c jener 
Kugdfläche gehenden geraden Linie. 

Solches constatirt ergiebt sich, mittelst des bekannten Satzes über 
die Peripheriewinkel eines Bjreises, sofort: 

Winkel {AaÄ) = Winkel {AßÄ\ [vgl. die Figur], 

also mit Bücksicht auf (8.) p. 100: 

(6.) ^ »a = d^, 

wo Oa und (Oß die o-Coordinaten der Puncte a und ß vorstellen. Aber 
nicht nur zwischen diesen, sondern ebenso auch zwischen den oi- und 
|-Coordinaten der Puncte a, ß finden einfache Relationen statt. 

Sind, um näher hierauf einzugehen, a und A zwei ganz beliebig 
gegebene Puncte, femer ß und B die Spiegelbilder derselben in Bezug 

10* 
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auf eine gegebene Eugelfläche des dipolaren Systems^ so gilt nach (3.) 
die Formel: 

(i) (ttA) ^ (ßS) 

WO € das Gentrum jener Eugelfläche repräsentirt. Zufolge des Satzes 
(4.) kann man hier für A und B z. B. die beiden Pole eintreten lassen, 
und zwar in doppelter Weise, indem man entweder A durch -4, B 
durch Ä', oder umgekehrt A durch Ä' und B durch A ersetzt. Somit 
ergiebt sich einerseits: 

(k) («^) ^ (m;)_ 

V{ca){cÄ) V(iß)'(cA')' 
und ebenso andererseits: 
(1) J«^^)_ ^ (M) 

Auch kann man z.. B. in der Formel (i.) statt A, B setzen ö, ö, falls 
man unter ö einen Punct auf der gegebenen Eugelfläche versteht [vgl. 
die erste Bemerkung p. 144.] Alsdann erhält man: 

(m.) _j^l^ = _J£i_, d.i. i?4 = -^efL. 

Diese drei Formeln (k.), (1,), (m.) führen nun bei weiterer Behandlui^ 
zu einfachen und wichtigen .Sätzen. Zuvorderst folgt aus (k.), (1.) durch 
Division: 

{oAl VJfiÄ) ^ (Ml V^ 

(uA') V{cA) (ßÄ) ycciy 

oder ein wenig anders geschrieben: 

(cA) {aA) ißA)' 

mithin: 

, (cA') , {ctA') , , ißA') 

also mit Rücksicht auf (5.) p. 99: 

(7.) 'Ö'C = -ö"« + '^/!? J 

wo d-c, d-a, ^(i die -^--Coordinaten der Puncte e, a, ß vorstellen. 

Bei der Ableitung dieser Formel (7.) ist hinsichtlich der beiden 
Puncte a und ß keine weitere Voraussetzung gemacht, als dass die- 
selben gegenseitige Spiegelbilder sind in Bezug auf die gegebene Kugel- 
fläche vom Centrum c. Üemgemäss können wir, unbeschadet der 
Gültigkeit der Formel, die Puncte a, ß z. B. durch ö, o ersetzen, in- 
dem wir unter ö irgend einen auf der Eugelfläche liegenden Punct 
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yersteheu [vgl. die erste Bemerkung p. 144]. Die in solcher Weise 
entstehende Formel: • 

(7. a) &c = 2'9-a oder 0^^ = i^c 

lässt erkennen ; dass die d-Coordinate für alle auf der Eugelfläche 
liegenden Puncte ö ein und denselben Werth hat, nämlich halb so gross 
ist, als die O'-Coordinate des Kugelcentrums c. Dieser constante Werth, 
den d' auf der Eugelfläche besitzt, ist aber offenbar nichts Anderes 
als der sogenannte Parameter der Eugelfläche. Bezeichnet man also 
diesen Parameter m^it r, so ist nach (7. a): 

(7. b) -Ö-c = 2^a = 2r. • 

Wir kehren zurück zu den Formeln (k.), (1.), (m.). Aus (k.) und 
(1.) folgt durch Mulüplication, und unter Fortlassung der sich dabei 
gegenseitig forthebenden Factoren: 

(Ca) (cp) ' 

mithin auch: 

ViaA) {aA') ^ VißA) (pA') 
V(cäj V{^) ' 

also mit Bücksicht auf (24.) p. 105: 
(8) J^ = J.^-- 

wo 1« und ^ß die |-Coordinaten der Puncte a und ß vorstellen. Eine 
gewisse Aehnlichkeit mit dieser Formel (8.) besitzt die schon in (m.) 

notirte Formel: 

(aa) _ (aß) 


(8. a) ^ _ ^ , 

l/(c«) V(cßy 

WO ö einen beliebigen Punct auf der Eugelfläche vorstellt. — Die 
Resultate der in diesem § angestellten Untersuchungen können schliess- 
lich zusammengefasst werden in folgende drei Sätze: 

I. Satz. — Die beiden Pole A und Ä sind einander conjugirt in 
Bezug auf jedwede Kugelfläche des dipolaren Systems; [vgl. (4.). 

IL Satz. — MarJcirt man irgend eine specielle unter den genannten 
Kugelflächen, deren Centrum c und deren Parameter t heissen mag, und 
versteht man unter a und ß irgend zwei in Bemg auf diese Fläche (t) 
einander conjugirte Puncte^ so liegen a, /J, c auf ein und derselben ge- 
raden Linie, und andrerseits a, ß, Ä, Ä auf ein und derselben Kreis- 
Peripherie; [vgl. (5.)]. 
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III. Satz. — Gleichmtig finden alsdann zwischen den o-, •&- und 
^'Coordinaten der Puncte a und ß die Bdatimien statt: 

(A.) Oa = co^, [vgl. (6.)], 

(B.) . -&„ + ^^ = -&, = 2»a = 2r, [vgl. (7.), (7. a), (7. b)], 


(C.) 


i 


(oß)' 


[vgl. (8.) und (8. a)]. 


'fi VW) 
Dabei hezeidmet c das Centrum der gegebenen Fläche (r), ferner 6 einen 

variablen Funct auf dieser Fläche, also einen Punct, der auf der Flädte 

nach Beliehen sicfi bewegen darf, 

Bemerkung« — Diese Sätze sind von mir befeits im Jahre 1862 in 
meiner mehrfach erwähnten Schrift über die nichtconcentrischen Kngel- 
flächen aufgestellt worden; sie bilden das wesentliche Fundament der 
dort von mir entwickelten ,, geometrischen Methode". Sodann sind später 
im Jahre 1866 fast genaa dieselben Sätze auch von Herrn Professor 
Betti pnblicirt worden. In der That dürfte die Uebereinstimmung 
zwischen meinen und den Bettisdien Sätzen deutlich zu ersehen sein aus 
folgender Zusammenstellung, wobei von vornherein bemerkt sein mag, 
dass Betti statt meiner Buchstaben 9' und <d respective u und v ge- 


braucht hat. 

1862. 

Pag. 29, Nr. (24). — AUe PuncU, 
für welche & {oder a) einen gegebenen 
Constanten Werth haJt, liegen auf 
einem Kreise^ in dessen Centrum 9- 
{respective a) einen doppelt so grossen 
Werth besitzt, 

Pag. 30, Nr. (26. a, b, c). — Ferner 
ergeben sich für irgend zwei Puncte 
a und ß, die in Bezug auf eine ge- 
gebene d'-Kugelfläche conjugirt sind, 
folgende Sätze: 

Erstens. Die a - Coordinaten 
beider Puncte sind einander gUicIi; 
es ist <üso 

CDa = CDfi, 

Oder was auf dasselbe hinauskotnmt: 
Beide Puncte liegen immer auf ein 
und derselben m-Curve, 

Zweitens, Die Summe der 9- 
Coordinaten beider Puncte ist gleich 
der 9-Coordinate des Mittelpuncts 
der gegebenen Kugeilfläche; es ist 
also, falls y diesen MitteHpunct vor- 
stellt: 

'Ö'a + -ö*^ = ^y. 


1865. 

Pag. 96. — J7 centro di una cir- 
conferenza u^^oc Jia per coordituUe: 
u = 2 a, V =3 0, c »7 centro di una 
circonferenza y ^ ß, ha per coordi- 
nate: u = 0, v = 2/J. 

Pag. 98, Nr. 1*». — Tra le coordi- 
nate u, v di un punto qudlunque 
m e le coordinate u', v' del punto 
m reciproco ad m rispetto alla sfera 
di equazione u ^^ a, essistono le 
relazioni: 


,11 + u' = ^^' 
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Pag. 99, Nr. 2^ — 1 parametri 
£ e £' di due punti m ed m' red- 
proci riapetto a una sfera (ii) stanno 
tra loro came le radid quadrcUe 
deüe distame di questi medesimi 
punti dal centro G della sfera. In- 
fatti . . . abhiamo .,,, onde: 

S' ]/(Cm^ 

Pag. 99, Nr. 3°. — 2> distanze 
di due punti reciproci rispetto ad 
una sfera (u) da un punto qucdu/n- 
que della medesinia stanno tra loro 
come i respettivi parametri. Infatli, 
essendo m ed m i due punti reci- 
proci ed S un punto della sfera, 
abhiamo: 


Drittens. Die Parameter $ der 
beiden Puncte verhalten sich zu ein- 
ander wie die Quadratwurzeln der 
Abstände der Puncte vom Mittel- 
punct der gegebenen Kugel fläche; es 
ist also: 

la : 1^ = V(^) : V(ßy) 

Viertens. Bezeichnet s einen b e - 
lieb igen Punct auf der gegebenen 
Kugelfläche, also einen Punct, welcher 
keineswegs mit a und ß in derselben 
Meridian- Ebene zu liegen braucht, 
so behält das Verhältniss der Ab- 
stände des Punctes s von den beiden 
festen Puncten a und ß ein und den- 
selben Werth, wie sich auch s auf 
der gegebenen Kugel flMhe fortbewegen 
mag. Der Werth dieses Verhält- 
nisses ist nämlich folgender: 

(sa) : (s/3) = y(7^ ryö^, 

oder auch {nach dem dritten Satz): 

(sa):{sß) = ia:ifiy 

wo 6^ und iß die Werthe vorstellen, 

welche der Parameter { in den festen 
Puncten a und ß besitzt. 

Ich würde auf diese im Jahre 1862 von mir aufgeßtellten vier Sätze, 
sowie auf die Einführung des mit § bezeichneten Parameters, vielleicht 
kein so grosses Gewicht legen, wenn diese Dinge nicht (wie schon ge- 
sagt) das wesentliche Fundament der damals von mir entwickelten „geo- 
metrischen Methode*' bildeten. Nun hat allerdings Herr Professor Betti 
an einer Stelle seines Aufsatzes*) von 1865 auch meiner Schrift von 1862 
Erwähnung gethan, aber doch nur in ganz beiläufiger und höchst unter- 
geordneter Weise. Denn er sagt daselbst (p. 97): Le coordinate di un 
punto saranno . . ., e potremo chiamarle coordinate dipolari col sig. 
Carlo Neu mann, che se n*^ servito utilmente per il problcma della 
teorica del cdlore, analogo a quello che passiamo a traltare nella teoria 
deW elettricitä statica. Auch dürfte es wenig sachgemäss sein, wenn 
Herr Professor Betti, wie aus diesen seinen Worten hervorzugehen scheint, 


(Sm) V(Cw^ 


(Sm') YiCm) 

= r 


*) Teorica deüe forze che agiscono secondo la legge di Newton e sua appli- 
cazione alla elettricitä statica, {Estratta dal Nuovo Cimento Vol. XVIÜ, XIX, XX.), 
Pisa. 1865. Auf diese Schrift beziehen sich auch die oben angegebenen Seiten- 
zahlen. 
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zwischen dem Wärme- and dem ElekiricitäU-FTohlem einen wesentlichen 
Unterschied macht. Vielmehr sind in den Angen des Theoretikers beide 
Probleme der Hauptsache nach identisch. Ueberdiess habe ich in der 
Einleitung zu meiner Schrift (von 1862), und ebenso auch in Crelle^s 
Journal (1862, Bd. 62, p. 36—49) noch ganz besonders exponirt, in 
welcher Weise man mittelst der von mir für das Wärmeprohlem ent- 
wickelten Methoden, sofort auch zur Lösung des dedrischen Problems 
gelangen könne. 

Um die Wichtigkeit der in Rede stehenden vier Sätze durch ein Bei- 
spiel zu erläutern, will ich nur erwähnen, dass mit Hülfe derselben die 
sogenannte Green'sche Function für den Fall zweier Kugelflächen sofort 
angebbar ist. In der That habe ich in meiner Schrift von 1868 [daselbst 
p. 39, No. (33.)] für die genannte Function, mittelst jener vier Sätze, 
den Ausdruck aufgestellt: 

-*- [+ (i. 2'« + la- Ta.) - (I» r*. + !»• r»-,) + -•••]• 

Später im Jahre 1865 ist Herr Betti auf genau demselben Wege (nämlich 
ebenfalls von jenen vier Sätzen aus) zu genau demselben Resultat ge- 
langt, nämlich zu dem Ausdruck: 


» «ESO \ ax 



In der That unterscheidet sich dieser Betti'sche Ausdruck von dem mei- 
nigen nur dadurch, dass an Stelle des T seine eigentliche Bedeutung 

— substituirt ist. [Vgl. den citirten Bettrschen Aufsatz p. 107]. 
r 

§4. 

Die suooeBsiven Spiegelbilder eines Funotes für zwei, respeotiye 
mehrere Kugelfläohen des dipolaren Systems. 

Ist 1 ein beliebig gegebener Punct^ und construirt man die durch 
1 und die Pole Äy Ä gehende Kreisperipherie P^ so liegen die Spiegel- 
bilder von 1 für sämmtliche Eugelflächen des dipolaren Systems auf P; 
zufolge des IL Satzes p. 149. Auf ein solches Spiegelbild aber, es 
mag 2 heissen^ können wir, e&en weü dasselbe auf P liegt, dieselbe 
Schluss weise von Neuem anwenden und finden also, dass die Spiegel- 
bilder von 2 für sämmtliche Kugelfiächen des dipolaren Systems 
wiederum auf P liegen. Bezeichuet man nun femer irgend eines dieser 
zuletzt erhaltenen Spiegelbilder mit 3, so ergiebt sich in derselben 
Weise, dass die Spiegelbilder von 3 für alle jene Eugelflächen wiederum 
auf P liegen. U. s. w. ü. s. w. 

Mit andern Worten: Lässt man einen gegebenen Bund 1 beliebig 
oft, und jedesmal an einer beliebigen Kugelfläche des dipolaren Systefns 


lieber successive Spiegelpuncte. X&3 

sidi spiegeln, so tverden all diese successiven SpiegeUnlder auf ein und 
und derselben Kreisperipherie liegen; und diese Peripherie ist diejenige, 
wdclie durch 1 und die beiden Pole A, Ä geht. 

Aber auch die Lage dieser Bilder auf der Peripherie P ist geome- 
trisch leicht angebbar , und zwar wiederum mittelst des IL Satzes 
p. 149. Um näher hierauf einzugehen, markiren wir irgend welche 
unter jenen Eugelflächen, bezeichnen die Parameter dieser markirten 

Flächen mit tj, Tg, tg, r^, die Flächen selber mit (rj), (tg), (r,), 

(rj, . . . ., und ihre (auf der a;Axe liegenden) Centra mit Ci, Cg, Cg, 
c^y . . . , Sodann bezeichnen wir das Spiegelbild des gegebenen Punctes 
1 für die Fläche (tj) mit 2, das von 2 für (r^) mit 3, das von 3 
f&r (tj) mit 4 u. s. w. u. s. w.; wie solches angedeutet werden mag 
durch das Schema: 

(1.) 1 — (i?i) — 2 — (rg) — 3 — (tj) — 4 — (rj — 5— etc. etc. 

Alsdann wissen wir bereits , dass all diese Bilder 2, 3, 4,-5, ... . auf 
der durch 1 und A, Ä gehenden Kreisperipherie P liegen. Was nun 
insbesondere ihre Lage auf dieser Peripherie P betrifft, so ergiebt sich 
dieselbe sofort mittelst des IL Satzes p. 149. So wird z. B. die gerade 
Linie \c^ die Peripherie P, ausser in 1, noch in einem zweiten Punct 
schneiden; und dieser repräsentirt, zufolge jenes Satzes, das Bild 2. 
Ebenso schneidet die gerade Linie 2^2 die Peripherie P, ausser in 2, 
noch in einem neuen Punct; dieser repräsentirt das Bild 3. Femer 
schneidet die Linie 3^3 jene Peripherie P, ausser in 3, noch in einem 
weitem Punct; dies ist das Bild 4. U. s. w. U. s. w. 

Wir bringen jetzt die Formeln des IIL Satzes p. 150 zur An- 
wendung auf die o- und -O'-Coordinaten der Puncte 1, 2, 3, 4, . . . In 
solcher Weise ergeben sich, falls wir diese Goordinaten respective mit 
G>|, a^y cog, C94, . . . . und O*!, 'd'g, '^g, '§'4,.... bczeichncn, die Relationen: 

(2.) a>, = 0)2 = Oj = CJ4 = 0)5 = (öß = etc. etc., 

und femer [mit Bücksicht auf das Schema (1.)] die Relationen: 

-ö*! + "^2 ■== 2r,, 
/oN -Ö-a + -O-j = 2r2, 

^ '^ ^3 + ^4 = 2r3, 

^\ + -Ö-s = 2r4, 
etc. etc. 

Aus (3.) kann man, weil r^, r^, t^y t^y und ^^ als gegeben zu be- 
trachten sind, diO'dCoordinaten der successiven Bilder des Punctes 1, 
nämlich d'^, 'd',, ^^^ '§'5, .... sofort berechnen. Man erhält: 
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-Ö-j = 2r4 — 2r3 + 2t^ — 2t^ + -Ö-j, 
etc. etc. 

Von diesen allgemeinen Betrachtungen steigen wir jetzt hinab zu 
etwas specielleren VorsteUnngen ^ indem wir annehmen^ es seien alle 
migeraden t einander gleich, und ebenso anderseits auch alle geraden r. 
Den gemeinschaftlichen Werth der erstem nennen wir kurzweg t, den 
der letztern Tg. Also: 

r = t^ == Tj == Tg = r, = etc. etc. 

Auf diesen specielleren Fall^ wo also im Ganzen nur zwei Flachen (t) 
und (r^) vorhanden sind, lassen sich nun unsere allgemeinen Betrach- 
tungen^ mithin z. B. auch die Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) ohne Weiteres 
übertragen. 

Wir erhalten (üsdann^ von einem beliebig gegebenen Puncte 1 
ausgehend, wiederum unendlich viele Spiegelbilder 2, 3, 4, 5, etc. etc. und 
zwar nach folgendem ScJiema: 

(A.) 1 — (r)-2 — (to) — 3~(r)-4-(ro)-5-(r) etc. etc. 

in welchem (r) und (tq) alter niren. Sodann erhalten wir für die (o-Coor- 
dinaten dieser Funde 1, 2, 3, 4, 5, etc. die Relationen: 

(B) Oj =» Og =a a>3 = (»4 = Oß = etc. etc. 

Femer ergeben sich für die d'Coordinaten der Puncte die Relationen: 

^1 + ^2 = 2r, •9'2 + ^3 = 2ro, 
(C.) -O-jj + -d-^ = 2r, -d-^ + -Ö-ß = 2rg, [abgeleitet aus (3.)]. 

-^5 + ^6 = 2r, ^e + ^, = 2ro, 
etc. etc. etc. etc. 

Und diese Relationen (C.) können auch folgendermassen geschrieben werden: 

^,= +(2r — -^0, ^3 = -2(r^ro) + ^i, 

'^ '^ ^^ = 4(r-ro) + (2r-^0. ^7 = - 6 (r- + ^,, 
^8 = 6(r-ro) + (2r-^,), -^9 = - 8(r- T,) + di, 

[diese Formeln (D.) entsprechen den allgemeinen Formeln (4.)]. 

Mit besonderer Bücksicht auf unsere weiteren Untersuchungen; erscheint 
es angemessep; einige Beispiele zu betrachten: 
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Erstes Beispiel. — Der gegebene Punci 1 liege auf der re-Axe, und 
zwar zwischen den beiden Polen A und A\ Alsdann ist a^ =a n [vgl. 
die Bemerkung bei (3.) p. 98]. Nach (B.) sind daher in diesem Falle 
auch a>^, m^, m^, m^, etc. s&mmtlich »» n. Also: 

(B'.) c)i = Og = O3 e= ©4 = fi}ß = etc. etc. = tc. 

Und hieraus folgt, dass in diesem Fall nicht nur 1 selber, sondern 
ebenso auch 2, 8, 4, 5 etc. etc. auf der a;-Axe und zwischen den beiden 
Polen A, Ä gelegen sind. — Die übrigen Formeln (-4.), ((7.), (Z>.) sind 
in diesem Fall genau in derselben Weise wie früher zu wiederholen. 

Zweites Beispiel. — Der gegebene Punct 1 liege wieder auf der 
a;-Axe, diesmal aber aMLSserhaäb der Strecke AÄ. Alsdann ist oo^ = 
[vgl. die Bemerkung bei (3.) p. 98]; sodass also nach (B.) auch m^, to^, 
^Af ^bf ®^* sammtlich = werden: 

(B".) Oj =' (»2 = (»8 = CD4 = ©5 = etc. etc. = Null, 

Hieraus folgt, dass in diesem Fall die Puncto 1, 2, 3, 4, 6 etc. etc. 
sammtlich auf der a;-Axe und sammtlich attsserhaJb der Strecke AA' 
sich befinden. — Die übrigen Formeln {A.\ ((7.), (D.) bleiben ungeändcrt 
dieselben. 

Drittes Beispiel. — Der Punct l liege in unendlicher Ferne, übrigens 
aber in beliebiger Bichtung; sodass also seine Coordinaten 9'^ und co^ 
beide «» sind [vgl. den Satz p. 106]. Ueberdies werde angenommen, 
dass die gegebene Eugelfläche (t^^) identisch sei mit der yz- Ebene, mithin 
ihr Parameter Tq "= ^ ^^^ [^fi>^* ^® Bemerkung bei (6.) p. 99]. In Folge 
dieser Annahmen ist also: 

d'i = (Dj «= 0, und auch Tq = 0. 
DeingemäsB geht die Formel (A.) über in: 

(A"'.) l-(t)-2-(ye)-3-(t)-4-(yg)-5-(T)-6-(i/g) etc. 

WO unter (tfz) 4ie yz -Eheue zu verstehen ist. Femer geht (B.) über in: 
(B'".) fi)^ = cog = 03 = O4 = 05 = etc. etc. = Null. 

Sodann nehmen die Formeln (C.) folgende Gestalt an: 

-9*2 = 2r, -ö-g -|- -ö-g = 0, 

(C".) «-8 + 0-4 = 2t, «-4 + «-s = 0, 

«'s + «-e "= 2r, *e + «-7 = 0, 
etc. etc. etc. etc. 

und endlich die Formeln (D.) folgende: 

^2 ^"^ 2t, '^3 =s 2t y 

(D'".) », = 4t, », 4r, 

d'ß = 6ir, d"^ = — 6^5 

etc. etc. etc. etc. 

Um übrigens in diesem Fall eine Vorstellung von der Lage der Bilder 
2, 8, 4, 5 etc. zu erhalten, bedient man sich am Besten der Formel (A'".), 
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Da nämlich 1 ia unendlicher Ferne liegt, so folgt aus (A'".) sofort, dasa 
2 im Centrum der Fläche (t) sich befindet [vgl. die zweite Bemerkung 
p. 144]. Dies constatirt, folgt alsdann aus (A'".) sofort, dass sämmtUche 
folgenden Bilder 3, 4, 6 etc. etc. auf der a;-Axe liegen. Auch ergiebi 
sich aus (A'".) noch insbesondere, dass 2 und 8 gegenseitige optische 
Spiegelbilder sind in Bezug auf die ^£:- Ebene, ebenso 4 und 5, ebenso 
6 und 7; u. s. w. [vgl. die dritte Bemerkung p. 145]. 

Diese allgemeine OrientiruDg kann nun nachträglich mittelst der 
Formeln (B'".), (C'".), (D'".) leicht controlirt und auch vervollständigt 
werden. So z. B. ergiebt sich ans (B'".) , dass all jene auf der x-Axe 
liegenden Puncto 1, 2, 3, 4, 5 etc. etc. ausserhcdb der Strecke AA' sich 
befinden [vgl. die Bemerkung bei (3.) p. 98]. 

§5. 
Eine neue Sigensohaft der Spiegelpnnote. 

Um den Anfangspunct des Coordinatensystems {x, y, z) sei eine 
Kugelfläche vom Radius R beschrieben« Ferner seien drei Puncte ge- 
geben; nämlich zwei auf der positiven x-Axe liegende Puncte a und /3, 
von denen a ausserhcUb, ß innerhalb der Eugelfläche sich befindet, und 
drittens ein der Kugelfläche äusserst nahe gelegener Punct (x, y, e), 
dessen Polarcoordinaten (r, w, (p) heissen mögen: 

a; =s r cos w?, 
(1.) y = ^ sin w cos fp, 

jgf = r sin «? sin <p. 

Bezeichnet man die reciprocen Entfernungen dieses dritten Punctes 
von a und ß respective mit T« und Tß, so ergeben sich die be- 
kannten Formeln: 


fissao -** 


(2-) 

fi«=0 ^ 

WO r« und r^ die Abstände der Puncte a und ß vom Centrum der 
Kugel vorstellen. Aus diesen Formeln folgt durch Differentiation: 


(3.) 


a ns=0 'a 

P n=sO ' 


WO f und g als Abbreviaturen dienen sollen zur Bezeichnung der 
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linken Seiten dieser Formeln. Lässt man jetzt den Punet (r, Wy q>) 
geradezu auf die gegebene Eugelfläche fallen^ mithin r = It werden, 
so folgt: 

J' = (0«« = - 5*« (n + 1) ^>„ (cos «;), 

G = {g)r=n jg « (« + 1) ^2 ^« (cos w), 

WO F und G wiederum nur als Abbreviaturen dienen sollen. Offenbar 
kennen wir diese Formeln (4.) auch so schreiben: 


^=-(i)']l"«(«+ 1) (r)"^* -P- (cos tc), 

(5.) 

G-- (^)'' S"« (« + 1) (ä)"^* ^- («0« «')• 

Wir wollen jetzt annehmen^ die "beiden Punete a, ß seien gegen- 
seitige Spiegelbilder in Bejsvg auf die gegebene Kugelfläche. Alsdann ist 
[nach (1.) p. 144]: 

(6.) Tar^ = 2?, mithin: — = -£' 

Demgemäss sind alsdann die beiden in (5.) stehenden Summen von 
gleichem Werth. Folglich wird: 

(.7) R^F=r^^G, 

oder falls man für R den aus (6.) entspringenden Werth: R = yrar^ 
einsetzt: 

(8.) raVÜF=^r^yVßG, 

Substituirt man hier für F und G ihre aus (3.); (4.) ersichtlichen Be- 
deutungen, so gelangt man zu folgendem Satz: 

Es seien a und ß gegenseitige Spiegelbilder in Bezug auf eine ge- 
gebene Kugelfläche vom Centrum c und Radius R. Ausserdem sei (x, y, d) 
ein ganz beliebiger variabler Punct, 

Bezeichnet man alsdann die Abstände der Punete a, ß und (x, y, z) 
vom Centrum c respective mit ra, r^ und r, femer die reciprocen Ab- 
stände des Punctes (x, y, z) von a und ß respective mit Ta «nd T^, so 
findet die Formel statt: 
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eine Formel, die offenbar atich so geschrieben fjcei'den hmn: 

Diese Formel aber repräsentirt die abmleitende neue Eigenschaß der 

Spiegelpuncte, welche für die Lösung unserer hydrodynamischen Auf- 

gaben von fundamentaler Wichtigkeit ist, — von derselben Wichtigiceit, 

welche die früher bekannt gewesenen Eigenschaften dieser Punete für die 

elektrostatischen Aufgaben besitzen. 

Bemerinmg. — Man kann die Formel (9.) auch so schreiben: 


(11.) 

od<t auch so: 

(12.) 






m 

WO alsdann E^ ttnd E^ jene Entfernungen selber vorstellen, deren red- 
proce Werthe mit T^ und T^ bezeichnet worden sind. 
Beweis. Nach (C.) p. 150 int: 


(A.) |/(^ : 1/p) = {6a) : {6ß), 

falls man nämlich unter a irgend welchen Pnnct auf der gegebenen 
Kugelfläche versteht. Diese Formel (A.) kann man aber auch so schreiben: 

(B.) Yfa:Vf^fi = Ea:Eß = T«-' : 27'; 

wo E^ und E^ die Entfernungen (aa) und ((f(3), andrerseits T^ und T^ 
die reciprocen Werthe dieser Entfernungen vorstellen. Aus (B.) folgt 
sofort: 

(C.) raV^:rßyfß = I7':Tf'. 

Und mittelst dieser Relation geht die schon bewiesene Formel (10.) über 
in die zu beweisende Formel (11.). — Q. e, d. 

Zweite Bemerkimg. — Man kann übrigens für die Formeln (9.), (10.) 
oder was dasselbe ist, für die Formeln (11.), (12.) nachträglich noch eine 
andere Deduction geben, bei welcher die Theorie dei' KugeHfunctioneti 
nicht erforderlich ist. Um näher hierauf einzugehen, stellen wir uns 
zunächst folgende Aufgabe: 

Von einem festen Punete gehen zwei feste Linien aus, L^ und X,. 
Auf der Linie I/j befindet sich ein variabler Punct 1, dessen Abstand 
von mit fj bezeichnet sein mag. Und analoge Bedeutungen mögen 
2 und r, für die Linie L^ besitzen. Endlich sei der gegenseitige Ab- 
stand der Punete 1 und 2 mit E, und der reciproce Werth von E mit 
T bezeichnet. — Es soll unter diesen Umständen der zweite Di£f|grcntial- 
quotient von jT nach r| und r^ näher untersucht werden. 
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Ffihrt man ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen Anfangs- 
punct in liegt, und bezeichnet man in diesem die Coordinaten der 
Poncte 1 und 2 mit (Xi, y^, z^) und {x^, y^, xr,), so ist offenbar: 

(«.) E^ = {x^ — x^y + Ol — vtY + {ßi - ^2)S 

mithin: 

dE {Xy — Ä, dx. , \ 

^JB7 (Xm — Xy dxm , \ , 

WO ^1 und ^, die Jnnenwinkel des Dreiecks 1 2 bei den Ecken 1 
und 2 vorstellen. Die Formel (y.) kann auch so geschrieben werden: 

woraus durch Differentiation nach r^ folgt: 

wo ^0 den Jnnenwinkel des Dreiecks 12 bei der Ecke vorstellt. 
Snbtrahirt man jetzt von der Formel {S.) das Product der beiden For- 
meln iß.) und (y.), so folgt: 

(«•) E ö — ö— = — cos V'o — cos ^i cos V'g- 

Nun ist aber T— iir*, folgUch: 

a«r 2^g^3 M M _ i;-« ^'-^' 


= ^"^ (cos ^0 + 3 cos ^1 cos ^2) > 


woraus durch Substitution der Werthe (|3.), (y.) und (e.) sich ergiebt: 

a«r 

oder was dasselbe ist: 

(f-) T"" ö — g— = cos Vo "f" 3 cos V'i cos ^2» 

Dies vorangeschickt, sei nun c das Centrum der gegebenen Kugel- 
fläche, femer ein variabler Punct auf derselben, und endlich seien a 
und ß irgend zwei Puncto, die in Bezug auf diese KugelflTiche gegen- 
seitige Spiegelbilder sind. Dann ist z. B. 

\^.) (ca) {cß) = (cöYy und folglich: 

(».) A (ca6) o^ A (c6ß). 

Bezeichnet manjetzt die Abstände (c ff), {ca\ (cß) respective mit r^ , r^, r^^ 
und bringt man sodann anf das Dreieck caa die Formel (g.) in Anwen- 
dung, so folgt: 

(>« ) Taa öT-b . = cos (tSco) + 3 COS (cöo) COS (caö), 
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wo die rechts stehenden Winkel die Innenwinkel des Dreiecks eac 
sein sollen. Ebenso ergiebt sich durch Anwendung derselben Formel 
auf das Dreieck caß die Gleichung: 

(i.) T7/ ^^ == cos (tfc/J) + 3 cos (caß) cos (cße), 

a (i 

wo die rechts stehenden Winkel wiederum die Innefiwlnkel des Dreiecks 
cap sind. Die genannten beiden Dreiecke sind aber nach (d*.) einander 
ähnlich, folglich ihre Winkel einander gleich. Hieraus ergiebt sich, dass 
die recfUen Seiten der Formeln (x.), (Z.), und folglich auch ihre linken 
Seiten einander gleich sind. Und in solcher Weise gelangt man zu der 
zu beweisenden Formel (11.)- — Q' 6> d. 


§6. 

Die neue Eigensohaft der Spiegelpuncte in ihrer Anwendung auf 

eine Eugelfläche des dipolaren Systems. 

Wir markiren irgend eine Eugelfläche des dipolaren Systems mit 
dem Parameter t, dem Gentrum c^ und dem Radius E. Ueberdies 
markiren wir auf der x-Axe des dipolaren Systems zwei Puncte a 
und ßy die gegenseitige Spiegelbilder sein sollen in Bezug auf jene 
Fläche (r). Bezeichnen wir alsdann die Abstände dieser Puncte a^ ß 
und eines völlig beliebigen Fundes (x, y, z) vom Centrum c respective 
mit Taj Tß und r, so ist nach (10.) p. 158: 

WO Ta und Tß die reciprocen Entfernungen des Punctes (a;, y, ß) von 
a und ß vorstellen. Sind nun (^a, «„, y«, 1«) und (O*^, (Oß, q>ß, iß) 
die dipolaren Coordinaten der Puncte a imd /3, so ist nach (A.), (B.), 
(C.) p. 150: 

(2.) c.„ = c^, ^„ + ^^-2r, 1^ = ^, d.i, =p, 

mithin Vr« : j/r^ = g« •' iß- Demgemäss kann die Formel (1.) auch 
so geschrieben werden: 

Das r, d. i. der Abstand des variablen Punctes {x, y, z) vom Kugel- 
centrum c, mag vorläufig beibehalten werden. Hingegen wollen wir 
r« und rßy die Centralabstände der Puncte a und ß, durch die dipo- 
laren Coordinaten dieser Puncte zu ersetzen suchen. 
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Die Puncte a tind ß liegen nach unserer Voraussetzung auf der 
X'Axe des dipolaren Systems. Demgemäss wird z. B. die durch a 
gehende Kugelfläche %' = %^a ini Puncte a normal stehen gegan die 
x-Axe, mithin daselbst auch normal stehen gegen die Linie r«. Und 
mit Rücksicht hierauf ergiebt sich sofort: 

(4.) 


dT„ dT„d9, dT^ 
8r„=a*„drJ «nd ebenso: -^-/^ 


.d T^ d»^ 
■ d», dr^ 

nach (33.) p. 109: 




^fi 

2a 


(5.) 

WO jede der beiden Grössen £«, £/* den Werth + 1 hat. 

Um zu entscheiden, ob diese Grössen s^ und s^ einander gleich oder 
entgegengesetzt sind, bemerken wir zuvörderst, dass die in (6.) vor- 
handenen Nenner dr^ und dr^ ganz willhährlich und von einander unab- 
hängig gewählt werden können. Ob wir z. B. beide Nenner positiv 
oder beide negativ, oder aber den einen positiv, den andern negativ 
wählen, ist völlig gleichgültig. Sobald aber diese Nenner dr^ und dr^ 
einmal gewählt sind, haben alsdann die Zähler d^^ und d^n ganz be- 
stimmte Bedeutungen, indem (2^„ den mit dr^ correspondirenden Zu- 
wachs von Q-g^, und ebenso dO"^ den mit dr^ correspondirenden Zuwachs 
von Q'^ vorstellt. 

Uebrigens können die Nenner ^r^ und dr^ ofiPenbar bezeichnet werden 
als kleine Verschiebungen der Funde a und § längs der x-Axe; und 
diese in (5.) auftretenden Verschiebungen können also ganz nach Will- 
kühr gewählt werden. Hievon Gebrauch machend, lassen wir jene beiden 
Puncte a und § sich in solcher Weise verschieben, dass sie dabei fort- 
dauernd gegenseitige Spiegelbilder bleiben in Bezug auf die gegebene Kugel- 
fläche (t). Alsdann werden die ursprünglich stattfindenden Relationen: 

(a.) rar^ = li^ und -ö-« + O-^ = 2r, [vgl. (2.)], 

auch während dieser Verschiebung in Kraft bleiben; sodass sich also' 
ergiebt : 

(b.) Tadrfi + r^dra == und d%^a + d^^ = 0; 

woraus durch Division folgt: 

und hieraus erkennt man, dass die in Klammern gesetzten Differential- 
quotienten einerlei Vorzeichen haben; denn r^ und r^ sind ja ihrer Be- 
deutung nach stets positiv. Solches constatirt, ergiebt sich alsdann aus 
(5.) aber sofort, dass s^ und b^ ebenfalls von einerlei Vorzeichen sind, 
dass mithin 

(d.) Ba = B[i ist. 

Neamaun, HydrodynamiBche UnterauchuDgen. 11 
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Bezeichnet man den gemeinschaftlichen Werth der Grossen €a 
und Bß kurzweg mit a, so folgt aus (4.); (5.): 

Und substituirt man endlich diese Werthe in (3.), so erhält man die 
verhältnissmässig einfache Formel: 

Somit gelaDgt man zu folgendem Satz. 

Es sei gegeben irgend eine Kugelfläche des dipolaren Systems mit 
dem Parameter r, dem Centrum c und dem Radius B. Femer seien 
auf der x-Axe des dipolaren Systems irgend zwei Puncte a und ß mar- 
kirty die gegenseitige Spiegelbilder sind in Bezug auf jene Kugelflüche (r). 
Endlich sei (x, y, z) ein ganz beliebiger Punct, und r sein Abstand vom 
Centrtim c. Alsdann findet die Formel statt: 

wo Ta und Tß die redprocen Entfernungen des Punctes {x, y, z) von a 
und ß vorstellen. 

Bemerkung. — In der Formel (8.) sind die in den eckigen Klammern 
enthaltenen Ausdrücke zuvörderst für einen ganz beliebigen Ranmpunct 
(07, y, z) zu bilden, sodann hat man diesen Raumpunct (rc, y, z\ wie 
solches durch den beigefügten Suffix: r ^^ R angedeutet ist, hin- 
wandern zu lassen nach irgend einer Stelle der gegebenen Kugelfläche. 
Bezeichnet man übrigens die dipolaren Coordinaten des Punctes (x, y, e) 
mit {Q", (o, qp), und beachtet man überdiess die bekannte Relation: 

so kann man jene Formel (8.) offenbar auch so schreiben: 
(f.) 




Und in dieser Gestalt kann man die Formel direct beweisen, unter Zu- 
grundelegung der für T geltenden Entwicklung (37. a, b) p. 110. Bei 
. der hiebei erforderlichen, ziemlich mühsamen und beschwerlichen Rech- 
nung verschaffen die Sätze (S.)t (^0 P* ^^^ eine gewisse Erleichterung. 
Bequemer^ wenn auch weniger genau , wird man übrigens den in 
Rede stehenden Satz (8.) auch so aussprechen könuen: Ist irgend eine 
Kugel fläche des dipolaren Systems gegeben y und sind ausserdem auf der 
X'Axe dieses Systems irgend zwei Puncte a und ß markirt^ die in Bezug 
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auf jene Fläche gegenseitige Spiegelbilder sind, so findet die Formel statt: 

oder, wcLS dasselbe ist, die Formel: 

Dabei bezeichnet N die auf der gegebenen Kugelfläche an irgend einer 
ätdle errichtete Normale; während Ta und Tß die reciprocen Entfer- 
nungen dieser Stelle von a und von ß repräsentiren. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch eine gewisse Aufgabe 
absolviren^ die fiir unsere spätem Untersuchungen von besonderer. 
Wichtigkeit ist. Nach (9.) sind nämlich die beiden AusdiQcke 

(10.) äV(^«ä^) "°^ m{^?d»)\ 

einander gleich. Wir stellen uns die Aufgabe^ den gemeinschaftlichen 
Werth dieser beiden Ausdrücke für den Fall zu ermitteln, dass der 
Pnnct a längs der a;-Axe ins Unendliche , mithin ß in das Centrum 
der gegebenen Eugelfläche rül^kt. 

Bezeichnet man den Fusspunct der Normale N mit 6^ den nach 6 
laufenden Kugelradius mit B, und den Winkel dieses Radius B gegen 
die positive x-Axe mit w, und denkt man sich ausserdem den Punct a 
auf dieser positiven rz;-Axe gelegen, und bereits in ungemein grosser 
Entfernung vom Kugelcentrum, so ist bekanntlich: 

(11.) ^a = r + •.^"' -fe ^- (<'°« "')• 

Hieraus wird der Differentialquotient von Ta nach %•„ zu berechnen 
sein mittelst der Formel: 


a ^ a a a 


Um das hier auftretende £ = + 1 zu bestimmen, machen wir von 
Neuem darauf aufmerksam, dass der Punct a längs der positiven 
X'Axe bereits in eine ausserordentlich grosse Entfernung gerückt sein soll 
Alsdann übersieht man sofort, dass d'a bei wachsendem ra abnehmen 
wird*), dass also jenes s in der zweiten Formel (12.) den Werth — 1 


*) Vgl. den Satz p. 103. 

U 
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hat. Solches constatirt^ ergiebt sich nun aus den beiden Formeln (12.): 

^" d»„ ~" 2a ^« dr„ ' 

also mit Rücksicht auf (11.) 

In Folge der ausserordentlich grossen Entfernung des Punctes a ist 
aber das geometrische Mittel ^a seiner beiden Polabstände nur un- 
merklich verschieden von r«. Man kann somit 1« = r« setzen, und 
erhält alsdann: 

5- a-^" = + i ("- + J,^r- ^- (cos w) 

Hieraus folgt durch Differentiation nach R: 

d 


dB 




oder falls man jetzt schliesslich den Punct a wirklich in^ Unendliche 
rücken lässt: 

d /j, ^■^a\ 1 71 / \ 1 • COS «7 

dii y^" dTj = Va- -^1 (<="« «')' ^- '• = -^' 

oder weil w = (R, x) ist: 

Diese Formel (13.) bleibt offenbar in Richtigkeit, wenn man in ihr 
auf beiden Seiten die Richtung des Radius R mit der entgegengesetzten 
Richtung vertauscht. Mag man also unter der Normale N die eine 
oder die andere Richtung verstehen, stets wird 

sein, falls man nur den Punct a auf der positiven x-Axe in unend- 
licher Ferne sich vorstellt. 

Zu genau denselben Formeln (13.), (14.) gelangt man übrigens 
auch dann, wenn man a längs der negativen x-Axe ins Unendliche 
rücken lässt. Allerdings wird in diesem Fall in (11.) tc — w statt w 
zu setzen sein. Diese Aenderung wird aber dadurch compensirt, dass 
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alsdann das s in (12.) nicht mehr = — 1, sondern =: -{- 1 igt. Somit 
ergiebt sich folgender Satz: 

Der genieinscJuißliche Werth der beiden in (9.) angegebenen Aus- 
drücke: 

(15.) diii^-dr) «»"^ r^i^i^di^) 

ivirdf falls nian a längs der positiven oder negativen x-Axe ins Unend- 
liclie rücken, mithin ß in das Centrum der gegebenen Kugelfläche hinein- 
fallen lässt, über gellen in: 

/jg X £08 (N, X) 


a 


WO 2 a den gegenseitigen Abstand der beiden Pole Ay Ä vorstellt, während 
(N, x) den Neigungswinkel der Normale N gegen die positive x-Axe be- 
zeichnet Uebrigens kann man den in Bede stellenden Orenzwerth (16.) 
andh so sdireiben: 

falls man nämlich die rechtwinkligen Coordinaten des Fusspunctes der 
Normale N mit (x, y, z) bezeichnet. 

§7. 
Ueber eine auf die Probleme der Hydrodynamik anwendbare 

combinatoriBChe Methode. 

Man kann von den Potentialfunctionen eine3 gegebenen 
Raumes 91 sprechen, indem man nach dem Vorgänge von Lipschitz 
und auch wohl anderer Mathematiker, unter einer solchen Function 
das Potential irgend welcher Massen versteht, die theils ausserhalb 
theils auf der Grenze des Raumes 9t liegen. 

Diese Potentialfunctionen sind von grosser Wichtigkeit für die Pro- 
bleme der Wännevertheilung^ ferner für die Probleme der EUktrostaitik, 
der Elektrodynamik und des Magnetismus, und endlich auch für gewisse 
Probleme der Hydrodynamik. In der That drehen sich fast alle Pro- 
bleme der genannten Disciplinen um die Auffindung derjenigen Potential- 
function eines gegebenen Raumes 91, welche an der Grenze von 91 ge^ 
gebenen Bedingv/ngen entspricht. 

Ist {x, y, z) ein variabler Punct innerhalb des gegebenen Raumes ^, 
und ist ferner =i {x,y,e) irgend eine Potentialfunction des Raumes 91, 
so wird diese Function offenbar folgende Eigenschaften besitzen: 

(^•) ^' ll' ä?' U *^^'»^^ "°^ ^^ == ^» innerhalb 91. 
Ist insbesondere der Raum 91 ein sich nach allen Seiten ins Unendhche 
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erstreckender, z. B. der AuBBenranm einer gegebenen Eugelfläche, so 

\7ird jedwede Potentialfunction (t> = <t>(x, y, z) dieses Raumes % ausser 

den Eigenschaften (Ä.), auch noch die besitzen, dass für alle sich 

ins Unendliche entfernenden Puncto {x, y,z) gegen einen Werth von 

der Form 

M 
(B.) - 

convergirk, wo M eine Consiante bezeichnet, wILhrend r die Entfernung 
des Punctes {x, y, z) von irgend einem festen Functe vorstellt. Und 
demgem'äss werden in diesem Fall 

^^•) ^' dx^ dy^ dz ' dx* ' dxdy ' ^^' ^^' ^^' 

für alle sich ins Unendliche entfernenden Puncto (o;, y, z) gegen Null 
convergiren. 

Dies Yorangeschickt, wollen wir nun die zu exponirende combinar 
torisclw Methode zunächst in möglichst allgemeinen Umrissen zur An- 
schauung bringen, sodann dieselbe aber durch geeignete Specialisirung 
der zu lösenden hydrodynamischen Aufgabe anpassen. — Es seien, 
irgend zwei geschlossene Flächen 6 und c^ gegeben, entweder ineinander; 
geschachtelt, oder nebeneinander liegend; und der von diesen beiden 
Flächen begrenzte Raum sei mit 9t bezeichnet. 

Sind z. B. a und a^ zwei Ellipsoidflächen, so wird der von ihnen 
begrenzte Raum 91 ein schaalenförmiger sein, falls <j und a^ ineinander- 
geschachtelt sind. Liegen hingegen die beiden Ellipsoidflächen a und o^ 
nicht ineinander, sondern nebeneinander, so wird der von ihnen be- 
grenzte Raum SR offenbar nichts Anderes sein als der unendliche Aussen- 
raum der beiden Ellipäoidflächen, d. i. derjenige Baum, welcher die 
beiden Ellipsoide wie zwei Inseln umgiebt, und nach allen Seiten ins 
Unendliche reicht. Die Flächen a und a^ können aber z. B. auch zwei 
ringförmige Flächen sein. U. s. w. 

Bepräsentirt nun K eine gegebene Constante, femer F = F(x, y, s) 
eine gang adlibitum gegebene Function (also Jcej/ne Potentialfunction 
des Raumes 91), und soü eine Potentialfunction <t> = <t> {x, y, g) des 
Baumes SR ermittelt werden, welche an den beiden Begrenmngsfläctien 
und 6q dieses Baumes den Bedingungen entspricht: 

iß') |n = ^' «««/<^o; 

WO N die Normale von 6, respecHve öq bezeichnet, — so gilt, was die Lö- 
sung dieser Aufgäbe betrifft, folgender Satz: 

Gelingt es, irgend u^elche Potentialfunctionen 02 j ^3> ^4; ^6? ^e* 
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<t>T, etc, etc. des Baumes 9t ^u finden^ die der Beihe nach den Bedingungen 
entspreclum : 

(y-) w = a N ' «^^ ^' W = "a N ^ ^«/^ ^0, 

etc. etc. etc. etc. 

so wird jene eigentlidi gesuchte Potentialfunction <t> dargestellt sein durch 
die unendliche Beihe: 

(*.) * = K(<t>, - 03 + 0, - 0, + 0, - 0, + _ ), 

vorausgesetzt, dass diese Beihe convergent ist 
Beweis, — Aus (d.) folgt sofort: 

dN -^{dt^ aN "^ aN ^ ÖN "^ aN" äN "T- ""J- 

Hieraus aber ergiebt sich speciell für die Fläche ö, mittelst der For- 
meln (y.) linker Hand: 

und andererseits speciell für die Fläche öq, mittelst der Formeln (y.) 
rechter Hand: 

ö^ = 0, auf öq. — Q. e. d. 

§ 8. 
Speoiellere Form der angegebenen Methode für den Fall von 

zwei Engelflächen. 

Die soeben exponirte Methode wollen wir jetzt auf folgende Auf- 
gabe in Anwendung bringen: An Stelle der beliebigen Flächen a 
und öq sind irgend fswei KugelfläcJien (r) und (r^) des dipölaren Systems 
gegeben. Es soll diejenige Potentialfunction = (a;, y, z) des von 
(r) und (tq) begrenzten Raumes 91 berechnet werden, welche den Grenz- 
bedingungen entspricht: 

(La) It-^^H i^" F^I) ' *°f ^«' ^'^'^^« W' 

(l.b) g— = 0, auf der Fläche (r^). 

Dabei soll a ein gegebener fester Punct auf der x-Axe des dipölaren 
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Systems sein, mit den Coordinaten (d'a, cDa, 9«, la). Ferner soll Ta 
den reciprocen Abstand des variablen Punctes (x, y, z) von diesem 
festen Puncte a bezeichnen; so dass also die im vorhergehenden § 

in («.) auftretende Function F'== F(x,y,e) im gegenwärtigen Fall die 

dT 
specielle Gestalt: J« v,^ besitzt. Endlich soll, ebenso wie damals, das 

K eine gegebene Constante sein. 

Bemerkung. — Je nachdem die Parameter t und r^ der beiden ge- 
gebenen Engelflächen von gleichem oder verschiedenem Vorzeichen sind, 
werden offenbar diese Flächen ineinander oder nebeneinander gelagert 
sein. Und der von diesen beiden Flächen begrenzte Baum 91 wird 
daher im erstem Fall eine schaalenförmige Gestalt haben, im letztem 
Fall hingegen den unefidlichen Aussenraum der beiden Kugelflächen 
repräsentiren. Wir werden vorläufig diese beiden Fälle nicht weiter 
trennen, sondern beide gleichzeitig behandeln. Uebrigens gilt ganz all- 
gemein, im einen wie im andern Fall^ wie man leicht übersieht, fol- 
gende Regel: 

Sind die Coordinaten &, oo, (p irgend eines Punctes gegeben, so wird der- 
selbe innerhalb oder ausserhalb des Raumes 91 liegen, jenachdem das ^, 
seiner Grösse nach, zicischen r....To, oder ausserhalb x r^ gelegen ist. 

Was die Lösung der gestellten Aufgabe betriflft, so beginnen wir 
damit; dass wir den auf der x-Axe liegenden festen Punct a an der Kugel- 
fläche (t) sich spiegeln lassen^ und dieses Spiegelbild mit /3 bezeichnen : 

(2.) « - W - ^ 

Selbstverständlich liegt alsdann /3 ebenfalls auf der x-Axe. Irgend 
einen dieser beiden Puncte a, ß bezeiclAien Avir mit 1, die nähere Be- 
stimmung hierüber uns noch vorbehaltend. Die Hinzufügung des festen 
Punctes ßy und die Einführung eines Punctes 1, der vorläufig einen 
heliehigen der beiden Puncte a, '/3 vorstellt, wird weiterhin sich als 
sehr nützlich erweisen. 

Nach der neuen Eigenschaft der Spiegelpuncte [(9.) p. 163] ist 
offenbar: 

(3.) g N (5« w) ^ m O'* d^)=m 0» w) > ^'^^ ^^"^ ^^^^^ W' 

WO stets unter Tj die reciproce Entfernung des variablen Punctes 
{Xy y, z) vom Puncte j zu verstehen ist und mit Rücksicht hierauf 
nehmen die zu erfüllenden Grenzbedingungen (l.a, b) die Gestalt an: 

(4.b) -^- = 0, auf der Fläche (rj. 
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Lassen wir den Punct 1 alternirend an den Flächen (r) und (tq) 
sich spiegeln, und bezeichnen wir die so entstehenden Spiegelbilder 
mit 2, 3, 4, 5, . . ., entsprechend dem Schema: 

(5.) 1 _ (r) - 2 - (to) - 3 - (r) - (4) - (t,) ~ 5 - etc. 

so ergeben sich nach der neuen Eigenschaft der Spiegelpuncte [(9.) 
p. 163] die Formeln; 


^N \^^ dd'l) "" aN V^2 ^^* j ; auf (r), 
(6.) 


U^^©^Äi(^^l^)'^^^W' 


d 

etc. etc. 


aN \^ 'wj ~ m \^3 -wj ' ^^^ ^'^o-' 
>N v^* av ~ aN v^5 d^J' ^^^ ^^''^^ 


aN 

etc. etc. 


wo die 2} die reciprocen Entfernungen des variablen Punctes (rc, y, z) 
von den festen Puncten 3 bezeichnen. Dies voravsgeschicldj lässt sich 
nun zeigen, dass die gesuchte Function <t> den Werth besitzt; 

(7.) <t) = ij:(^§^ ^ _ I3 —^ + 1^ ^ - 1^ ^ -I j, 

vorausgesetzt; dass man dabei über die Lage des Punctes 1, d. i. über 
die noch offen gebliebene Frage , ob derselbe mit a oder mit ß zu 
identificiren sei^ in zweckmässiger Weise entscheidet. In der That 
werden wir nachweisen, dass dieser für <t> aufgestellte Ausdruck (7.), 
bei geeigneter Verfügung über jenen Punct 1, erstens den Grenz- 
bedingungen (1. a, b) oder (4. a, b) entspricht, zweitens eine Potential- 
function des gegebenen Baumes fR ist, und drittens endlich auch con- 
vergcnt ist. 

Beweis der Erfnllnng der Grenzbedingnngen. — Differenzirt man 
die Formel (7.) nach der Normale N, so erhält man mit Bücksicht auf 
die Belationen (6.) linJcer Hand: 

^ ""^ais (^1 ä^)' ^^^ ^^^ ^'^^^® W' 
und andrerseits mit Bücksicht auf die Belationen (6.) rechter Hand: 

Vjn = 0, auf der Fläche (rj. 

Demgemäss genügt also der von uns für <t> angegebene Werth (7.) 
den zu erfüllenden Grenzbedingungen (4. a, b). — Q, c. d. 

Beweis des Vorhandenseins der Potential-Eigenschaften. — Wir 
können über den Punct 1 noch disponiren, denselben nämlich nach 
Belieben, entweder mit a oder mit ß coincidiren lassen. Haben wir 
aber in dieser Hinsicht eine bestimmte Wahl getroffen, so ergeben sich 
alsdann, von 1 aus, auch bestimmte Lagen der übrigen Puncte 2, 3, 4, 


a<t> 
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5, 6, . . . ., [Tgl. (5.)]. Soll nun die Function <t> (7.) eine PotenHal- 
function des Baumes 91 sein, so muss dafür gesorgt werden, dass alle 
in jenem Ausdruck (7.) enthaltenen festen Puncte, nämlich 2, 3, 4, 5, 

6, . . ., (nicht 1), ausserhalb des Raumes iH liegen. 

Man könnte versnobt sein, dies dadurob zu erreichen^ dass man fest- 
setzt, für den Punct 1 solle derjenige der beiden Pnncte a, ß genommen 
werden, welcher innerJidlb 91 liegt. Eine derartige Festsetzung muss 
aber schon deswegen verworfen werden, weil derselben nicht nnter allen 
Umständen entsprochen werden kann. In der That kann nämlich der 
Fall eintreten, dass von jenen beiden Pnncten a und ß keiner inner- 
halb di sich befindet, vielYnehr beide ausserJudb '3t liegen. Dies wird 
z. B. eintreten, wenn 9t ein schaalenförmiger Kaum ist, begrenzt von 
zwei concentrischen Kugelflächen (t) und (t^), und wenn gleichzeitig der 
gegebene Punct a im Centrum dieser beiden Flächen sich befindet. 
Denn alsdann liegt ß, zufolge (2.), in unendlicher Ferne; so dass also 
cc und ß beide aitsserhalb 9i sich )[)efinden. 

Um dafür zu sorgen, dass 2, 3, 4^ 5; 6, . . . . sämmtlich o/usserlialb 
des gegebenen Raumes 9t liegen, bemerken wir zuvörderst^ dass die 
Punete a, /}, zufolge (2.), der Relation entsprechen: -ö^a + -ö*^ = 2r, 
dass also die beiden Differenzen 

(d'a — tr) und (d'fi — tr) 

entgegengesetzte Werthe, mithin auch entgegengesetzte Vorzeidien haben. 
Unter diesen beiden Differenzen wird daher stets eine vorhanden sein, 
welche mit der gegebenen Differenz (tq — r) von gleichem Vorzeichen 
ist Je nachdem nun (d^a — r), oder aber («ö*^ — t) mit (tq — r) im 
Vorzeichen übereinstimmt^ wollen wir im ersten Fall den Punct a, im 
letztern den Punct ß zum Punete 1 auserwählen. Wir setzen also fest^ 
dass zum Pnncte 1 einer der beiden Punete a, /J, mithin zur Grösse -ö-, 
eine der beiden Grössen ^a, ^(i genommen werden soll, und zwar in 
solcher Weise, dass die Differenzen 

(8.) (-©"i — r) und {xq — r) beide von einerlei Vorzeichen sind. 

In der That lässt sich nachweisen^ dass alsdann sämmtliche Punete 
2, 3, 4, 5, 6, . . . ausserJudb 91 liegen. Um diesen Nachweis zu führen, 
erinnern wir zunächst daran, dass a und ß auf der x-Äxe liegen, dass 
mithin Gleiches auch von 1, und also, nach (5.), auch von 2, 3, 4, 5, 
6, . . . gilt. Sodann notiren wir zu diesem Zweck die aus (5.) ent- 
springenden Relationen: 

(9.) Oj = dg = 03 = cö^ = ©5 = cöß = . . .; [vgl. (B.) p. 154]; 

aus denen beiläufig folgt, dass diese co-Coordinaten entweder aüe = 
oder alle = n sind [vgl. deu Anfang der Bemerkungen p. 102J. Ueber- 
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diess notiren wir, für den genannten Zweck, die ebenfalls aus (5.) sich 
ergebenden Relationen: 

^1 + -ö-j = 2r, -O-g -[- -O-g = 2tQ, 

^8 + ^4 = 2r, ^, + ^5 = 2ro, [vgl. (C.) p. 154], 

"^6 + "^6 = 2ir, ^6 + -^7 = 2ro, 
etc. etc. etc. etc. 

aus denen successive folgt: 

-ö-g = 2t — -9-1, d'^ = 2ro — 2r + d-^y 

(10.) d, = 4r — 2ro - &,, ^, ^ 4t, ~ 4ir + ^„ 

-ö-ß = 6r — 4rQ — d^^, -O*, = 6to — 6tr + '^i; 

etc. etc. etc. etc. 

Dies vorangeschickt, unterscheiden wir jetzt aber zwei Fäüe, je nach- 
dem die Differenzen (8.) negativ oder positiv sind. 

Erster Fall: Die Differenzen (8.) sind beide negativ. Führt man 
also zwei neue Grossen A, d ein, indem man setzt: 
(A.) -ö*! = T — A und Tq = r — d, 

so sind A, d beide positiv, .Substituirt man jetzt für d'i und t, diese 

Werthe (A.) in die Relationen (8.), so gelangt man zu folgenden 

Formeln: 

T = r, * to = (r — *), 

(A') ^2 = 1^ + A, ^3 = (r - d) _ (A + d), 

0'4 = r + A-f2d, '^ö = (ir — d) — (A + 3d), 
O-ß = r + A + 4d, ^7 = (r — d) — (A + 5d), 
etc. etc. etc. etc. 

woraus (weil A, d positiv sind) sofort folgt: 
(A".) • • • • < ^7 < -ö-g < ^s < To < IT < -Ö-g < -Ö-^ < #6 < ' • • • 
Und hieraus ersieht man, dass die Puncte 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . . sämmt- 
lieh ausserhalb JR liegen [vgl. die Bemerkung p. 168]. 

Zweiter Fall. Die Differenzen (8.) sindbeide positiv. Setzt man also: 
(B.) O-j = r + E und t^ = ir + ^> 

so sind E, 6 beide positiv. In diesem Fall wird man statt der For- 
meln (A\) offenbar folgende erhalten: 

r == r, To = (r + f), 

(B') ^2 = tr - E, ^3 = (r + e) + (E + a), 

^, = r - E - 2^, ^, = (r + ^) + (E + Se), 

^e = r - E - 4a, -^^ = (r + a) + (E + öa), 
etc. etc. etc. etc. 
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aus diesen aber folgt (weil E, s positiv sind) sofort: 

(B".) • • • • > -^7 > -ö-s > -^3 > To > r > -ö-g > ^, > -ö-ß > • • • 

Und hieraus ersieht man, dass die Puncte 2, 3, 4, 5, 6, 7, sämmt- 

lieh ausserhalb ?R liegen [vgl. die Bemerkung p. 168]. 

Im einen toie im andern Fall befinden sich also die in dem ana- 
lytischen Ausdruck der Function <t> (7.) enthaltenen festen Puncte 2, 
3, 4, 5, ... . ausserhalb des Raumes 9i. Folglich ist diese Function O 
eine Potentialfunction des Raumes fSt. — Q^ e, d. 

Beweis der Gonvergenz. — Man kann die Formel (7.) offenbar 
auch so schreiben: 

(11-) = ir^(-i>l,-g^, 

WO j den allgemeinen Punct der Reihe 2, 3, 4, 5, . . . repräseutirt, und 
Ej den Abstand dieses Punctes j von dem variablen Punct (x, y, z) 
vorstellt. Sind nun {Xj^ yj, z^ die Coordinaten des Punctes j (mitbin 
Vj =* ^i = ö), so erhält man: 

dE-^ dET^ dx, dx, e, « 

' - ' ' wo -r^^ = -^ Ij ist, [vgl. (33.) p. 109J. 


a«"^ dXj ä9j' d&j 2 a 

Dabei ist das «> = + 1. Somit folgt: 




Dies in (11.) substituirt, giebt: 

(12.) <t>=-^%t wo /;. = (- ly^, ^. 

Da nun die fj durchweg endlich sind, so ist zur Gonvergenz dieser 
Reihe nur erforderlich, dass der Ausdruck 

(13.) '5S1 

convergirt. Dass diess aber der Fall ist, lässt sich leicht zeigen. 
Nach (10.) ist nämlich: 

», = 2(tr - O + (2iro - *.), ^3 = - 2(r - T«) + *„ 

»^ = 4(t - t,) + (2ro - ^0; •*5 = — 4(r - r«) + d„ 

», = 6(t - r„) + (2ro - ^,), d, = - 6(t — t,) + »„ 

etc. etc. etc. etc. 


Ä.. 
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mithin allgemein: 

^2p = 2p{t - TTo) + (2ro - ^i), &,p+i 2p{t - To) + ^1. 

Hieraus aber folgt für ein exarbitant grosses p: 

(14.) ^,p = 2p(r - To), ^2^1 = - 2i)(r - t^). 

m 

Nun ist allgemein für jeden beliebigen Punct (-Ö*, o, y): 

g = 1^ = _ ^^ , [vgl. (15.), (25.) p. 105]. 

y^l, 1/2 cos »«• — 2 cos CO L B V /; V y r j 

• 

Bildet man diese Formel für die Puncte 2p, 2|) + 1, indem man für 
die 'Ö'-Coordinaten derselben die Werthe (14.) substituirt, und gleich- 
zeitig beachtet, dass die d^Coordinaten derselben entweder =^ oder 
= 3C sind [vgl. (9.)], so erhält man sofort: 

fc fc «o 

t» F. ^in- y^ ^^g 2pi(r — To) + 2 

Nun sind aber die | die geometrischen Mittel der betreflfenden Pol- 
abstände, mithin stets positiv. Somit folgt: 

d. i. 

wo A den absoluten Werth der Differenz (r — r^) vorstellt. Und hier- 
aus, nämlich aus (15.), folgt sofort, dass die Reihe (13.) convergent ist. 
~ Q. e. d. 

WaSy beiläufig bemerkt, das Zeichen ^ im Nenner der Formel (16.) 
betrifPb, so gilt entweder für sämmtliche £ das — Zeichen, oder aber für 
sämmiliche £ das -f- Zeichen; ersteres^ falls die Puncto 1, 2, 3, 4, 6, ... 
ausserhalb der Stelle ÄÄ' liegen, letzteres, falls diese Puncte zwischen 
A und A' sich befinden. 

Das Resultat dieser ganzen Untersuchung lässt sich schliesslich 
etwa folgendermassen zusammenfassen: Es repräsentire ?R den von irgend 
sswei Kugelflächen (r) und (tq) des dipolaren Systems 'begrenzten Baum; 
und dabei mag dahingestellt bleihen, ob diese beiden FUictien ineinander 
oder nebeneinander liegen; sodass also unter 9i, je nach Umständen^ 
entweder ein schaalenförmiger Raum^ oder aber der unendliche Atissen- 
raum der beiden Flächen zu verstehen ist. Femer sei a ein auf der x-Axe 
dieses Systems beliebig gegebener Punct, und ß sein Spiegelbild in Bezug 
auf die Fläche (r). 
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Bezeichnet man alsdann einen dieser Funde a^ ß mit 1, ufid mvar 
der Ariy dass die "beiden Differenzen 

(16.)' (-ö*! — r) und (r^ — r) einerlei Vorzeichen besitzen; 

und construirt man femer das zu 1 gehörige System von Spiegelpunden: 

(17.) 1 — (r) - 2 - (to) - 3 - (r) — 4 - {x^) — 5 — etc. etc., 

so wird der Ausdruck: 

(18.) = z(|,|^-|3|^ + 6,|^_|,|^ + -....), 

wo die Tj die reciprocen Entfernungen eines variablen Fundes {Xj y, z) von 
den festen Funden j vorstellen sollen, eine Function von (x, y, z)j und zwar 
eine Fotentialfunction des gegebenen Raumes 91 sein. Zugleich 
wird diese Function den Bedingwugen entsprechen: 

(19. a) 1^ = K^ [l^a v^^j), auf der FläcJie (r), 

(19. b) IJ = 0, auf der Fläche (to). 

Dabei bezeichnet das K eine beliebig gegebene Constante. 

Zasatz. — Insbesondere ist durch die vorhergehende Untersuchung 
constatirt, dass sämmtliche Puncte 2, 3, 4, 6, . . . ausserhalb des Raumes 
9i liegen^ und dass ihre Coordinaten, von denen des Punctes 1 aus, sich 
bestimmen mittelst der Formeln: 

ojj = Og = «3 = CI4 == Gjg = Oß = Wj = etc. etc. 
und der Formeln: 

-»•g = 2r — -9-1, ^3 = 2xq — 2r + -Ö^, , 

^4 = 4r - 2ro - ^,, ^5 = ^r« - 4r + ^,, 

^g = 6r — 4ro — O-j, ^^ = Qxq — 6r + -^j, 
etc. etc. etc. etc. 

[Vgl. (9.), (10.) p. 171.] Ordnet man femer die ^-Coordinaten jener 
Puncte und die beiden Constanten t, r^ ihrer Grösse nach, so erhält 
man, wie ebenfalls aus den vorhergehenden Untersuchungen sich ergiebt, 
[vgl. (A".), (B".) p. 171] folgende Reihe: 

^7 ^ ^5 ^ "^8 ^ ^0 ^ '^ > ^2 ^ "^4 > '^G 

wo entweder durchweg das obere Zeichen (<0i ocle>^ aher durchweg das 
untere Zeichen O) gilt, ersteres, falls die beiden Differenzen (16.) negativ, 
letzteres, falls sie positiv sind. 
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§ 9. - 
Weitere SpecialiBirung des znletst erhaltenen Satzes. 

Wir wollen jetzt den Punct a, der auf der x-Axe beliebig gegeben 
sein sollte, längs dieser ^-Axe ins Unendliche rücken lassen , wobei 
gleichzeitig ß in das Gentrum c der Eugelfläche (r) rücken wird. 
Solches ausgeführt, ist -ö-« = [vgl. p. 106], und -^^ = 2r [vgl. z. B. 
p. 101]. Hieraus folgt 

(A.) 


«0 

— r 


*o - 

- T 

= 

1 

— 

*0 

»a 

— r 

'x' 

»0 ■ 

— T 

= 

»0 - 

T 

• T 


X 

— 

h 

*/* 

— T 


(B.) 

Nach (16.) ist nun zum Puncte 1 der Punct a zu erwählen, falls der 
Quotient (A.) positiv ist, hingegen der Punct ß, falls (B.) positiv ist. 
Mit Rücksicht auf die hier für (A.) und (B.) gegebenen Ausdrücke er- 
giebt sich also, dctös filr 1 der Punct a oder ß zu nehmen sein wird, 

je nachdem -^ < 1 oder >1 isi. 

Gleichzeitig wird, falls man jenen Punct a längs der ^-Axe ins 
Unendliche rücken lässt, die rechte Seite der Formel (19. a) über- 
gehen in 

^(N^, [^gl. den Satz p. 165]. 

Führt man daher an Stelle der Constanten K eine neue Constante G 
ein mittelst der Relation K^^aGj so gelangt man durch die in Rede 
stehende Specialisirung zu folgendem Satz: 

Theorem. — Es repräsentire SR den von irgend zwei KugdfUichen 
(t) und (tq) des dipolaren Systems begrenzten Baum, uH>bei wieder dahin- 
gestdU sein mag, ob die beiden Flächen ineinander oder nebenein- 
ander liegen^ ob also 81 selber ein schaalenßrmiger Baum, oder aber der 
unendliche Äussenraum der beiden Flächen ist Femer bezeichne 1 ent- 
weder den unendlich fernen Punct der x-Axe^ oder aber das Centrum c 

der Kugdfläche (ir), je nachdem der Quotient ~ < 1 oder > 1 ist (Jon- 

struirt man alsdann die zu diesem Punct 1 gehörigen Spiegelpuncte: 
(20.)^ 1 — (r) — 2 — (to) — 3 — (r) — 4 — (t^) — 5 — etc. etc., 

so wird der Ausdruck: 

(21.) <„ = öa(|,|^-|, 1^ + 1,1^-1,11 + -....), 
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WO Tj die reciproce Entfernung eines variablen Puncies {x, y, si) vom festen 
Punct j vorstellen sollj eine Function von (x, y, z\ und zwar eine Poten- 
tialfunction des gegebenen Raumes ?R sein. Gleichzeitig wird diese 
Function den Bedingungen entsprechen: 

(22. a) dH "^ ^ ^^^ ^^^ ^^' ^^^ ^ Fläche (r), 

(22. b) ^ = 0, auf der Fläche (r^). 

Dabei bezeichnet G eine beliebig gegebene Constante. 

Zusatz. — Hiebe! ist, wie aus dem Zusätze p. 174 sich ergiebt, noch 
Folgendes zu bemerken. Die Puncte 2, 3, 4, 5, ... liegen sämnUlich auf 
der X'Axe und ausserhalb des Raumes iR. Und die Coordinaten dieser 
Puncte bestimmen sich, von denen des Punctes 1 aus, mittelst der 
Formeln : 

©1 = Og = Og = co^ = ©5 = etc. etc., 
und der Formeln: 

^"2 = 2ir — ö*!, ö'g = 2tq — 2t -|- -9*^, 

-»•^ = 4r - 2ro - ^^^ d'^ = 4ro - 4r + ^1, 

d'Q = Gz — 4:tQ — -ö*!, -ö-y = 6tq — 6r -f ö-j, 

etc. etc. etc. etc. 

Ordnet man ferner die 6'- Coordinaten dieser Puncte und die Constanten 
T, T„ ihrer Grösse nach, so erhält man die Reihe: 

-ö"? ^ ^5 ^ '^a ^ ^0 ^ ^ ^ ^2 ^ ^4 ^ "^6 ^ 9 

wo entweder durchweg das obere, oder aber durcJiweg das untere 
Zeichen gilt. 

§ 10. 

Wiederaufhahme der früher (p. 113) behandelten 
hydrodynamischen Aufgabe. 

Bei jener Aufgabe hatten wir für das GeschwindigJceitspoiential <t> 
der Flüssigkeit die Bedingungen erhalten: 

(23.) 0, 1^, 1^-, 1^ stetig, und A<D = 0, im Räume 9i; 
(24. a) ojq^ = G cos(N, x), auf der Fläche 6 oder (r); 

(24. b) I J = 0, auf der Fläche ö^ oder (to); [vgl. (10.), (11. a, b) p. 116]. 

Dabei repräsentirt 91 einen schaalenßrmigen Raum, der begrenzt ist 
von den beiden Kugelflächen ö und <?o. Und diese Flächen können 
angesehen werden als zwei Kugelflächen (r) und (r^) eines gewissen 
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dipolaren Systems. Die Mittelpuncte c und c^ dieser Kugelflächen 
liegen beide auf der vertikal nach oben laufenden a;-Axe, und 
zwar c oberhalb des Poles 
A{%' = + oo), und Cq ober- 
halb c. Vgl. die beistehende 
Figur. Demgemäss sind z. B. 

X setbeTy und d = t — Tq 
positiv y mithin - < 1; 


(25.) 


<-> UX' 



woraus folgt; dass 

und 

positive ächte Brüche sind. 

Das den Bedingungen 
(23.), (24. a, b) entsprechende 
Geschwindigkeitspotential <t> 
wird nun nach dem zuletzt 
gefundenen Theorem (21.) den 
Werth haben: 

(27.) (t, = öa(|,|^-g,|g 

Dabei bezeichnen T^y Tg, T^,,. 

die reciprocen Abstände des 

variablen im Räume 91, d. i. in der Flüssigkeit liegenden Punctes 

{^9 Vj ^) ^on gewissen festen Puncten 2, 3, 4, .... Diese letztem 

liegen sämmtlich auf der a;-Axe, und können, auf Grund des genannten 

Theorems, ihrer Lage nach sofort näher bezeichnet werden. 

Nach (25.) ist nämlich im gegenwärtigen Fall — < 1. Zufolge 

jenes Theorems (p. 175), wird daher der Punct 1 auf der a;-Axe im 
Unendlichen liegen, mithin coi = d-j = sein; während die übrigen 
Puncte 2, 3, 4, 5, .. .. dem Schema zu entsprechen haben: 

(28.) 1 _ (r) — 2 - (to) — 3 — (r) - 4 - (r^)— etc. etc. 

Da 1 im Unendlichen liegt, so wird also z. B. der Punct 2, diesem 
Schema entsprechend, identisch sein mit dem Centrum c der Eugel- 
fläche (r). 
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Bemerkung. — Behufs der weiteren Betrachtungen erscheint es zweck- 
mässig, Alles, was in Betreff der geonxetrischen Lage und analytischen 
Bestimmung der Puncte 1, 2, 3, 4, ... bekannt ist, hier zusammen- 
zustellen. Auf Grund des Zusatzes (p. 176) wissen wir, dass die Puncte 
2, 3, 4, 5, . . . sämmtUch auf der x-Axe, und ausserhalb des schaalen- 
förmigen Raumes 91 liegen. Da ferner 1 auf der a;-Axe im Unendlichen 
sich befindet, mithin a)i =» ^j =r o ist, so ergeben sich aus jenem Zu- 
satz die Formeln: 
(a.) oj s= aj=: CD. = CD. = = Nuü, 


femer die Formeln: 


(P-) 


^2 = 2r, 

^, = 2r + 2*, 

^e = 2r + 4d, 


^3 -= - 2*, 
^5 = - 4*, 


ö-, = — 6 


^. 


8 


-»•j, = — 8*, 
etc. etc. 


X 


(2 t) 


2i 


= 2r + 6d, 

etc. etc. 
wo tf = r — t^ ist. Desgleichen ergiebt sich die Formel : 

(y.) ••• -^7 < ^5 < '^3< ^0 < ^ < ^2 < -Ö-^ < -^-e •' 

In der That ist in dieser letzten Formel im gegen- 
wärtigen Fall durchweg das Zeichen <] am Platze ; 
denn nach (26.) ist t^ < t. Aus der Formel (y.) 
ersieht man nun sofort, dass die Puncte 2j', d. i. 
2, 4, 6, .... innerhalb der Kugelfläche (t), und 
dass andrerfeits die Puncte 2j -{- l« d. i. 3, 5, 
7, . . . . ausserhalb der Eugelfläche (r^) liegen. 
Uebrigens kann man die Lagen dieser Puncte 
innerhalb der einen und ausserhalb der andern 
Eugelfläche leicht noch genauer angeben. Da 
nämlich x und d positiv sind (25.), so folgt aus (ß.): 

(e.) 2r = '&,<^4<^6<'9'8<- ••<(». 

Nun ist aber 2 t die ^-Coordinate des Centrums 
c der Eugelfläche (t), andrerseits cx> die ^-Co- 
ordinate des Poles Ä. Somit folgt aus (c), unter 
Rücksichtnahme auf (a.), dass sämmtJiche Puncte 
2j, d. i. 2, 4, 6, 8, . . . zwischen c und A liegen; 
tde solches attch angedeutet ist in der neben- 
stehenden Figur. 

Femer folgt aus ((J.), weil d positiv ist, sofprt: 

(f.) — oo<...-<-&g<-9-7<-&5<-^3<0. 

Nun ist aber — oo die 6'-Coordinate des Poles A\ während andrerseits 
die angesehen werden kann als die ^-Coordinate eines auf der x-Axe 
in unendlicher liefe gelegenen Panctes. Somit folgt aus ({;.), anter 
Rücksichtnahme auf (a.), dass alle Puncte 2j 4- If d. i. 3, 5, 7, 9, . . . . 
unterhalb des Poles A' liegen; wie solches auch angedeutet sich findet 
in der nebenstehenden Figur, 


(oo)-^ 


(-00). 


yz 


Ä 


2j + 1 
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§ 11. 
Bereohnnng der lebendigen Kraft der Flüssigkeit. 

Nach (25.) p. 105 ist ganz allgemeiD g = — ^; sodass also die 

Formel (27.) auch so geschrieben werden kann: 

Sabstitairt man aber dieses <t> in den Ausdruck der lebendigen Kraft 

der Flüssigheit' 

(29.) T = — ?-^- jj0 cos {R, x) da, [vgl. p. 116 (14.)], 

so erhält man: 

wo alsdann die Vi folgende Bedeutungen haben: 

/oi% • ^*^ =ff T^j cos iB,x) dg, 

Uy^i = ffT2j^i cos {R, x) da, 

die Integration [ebenso wie in (29.)] ausgedehnt gedacht über alle 
Elemente dö der inneren Kugelfläche 6 oder (r). Dabei bezeichnet R 
den nach einem solchen Element dö hinlaufenden Kugelradius^ und 
(iZ, x) den Neigungswinkel dieses Radius gegen die positive x-Axe. 
Femer sind in (31.) unter T2; nnd T^j^i die reciprocen Abstände des 
Elements d(f von den festen Puncten 2j und 2j 4- 1 zu verstehen. 

Bringt man auf die Integrale (31.) den Hülfssatz («.), (ß,)j (y.) 
p. 133 in Anwendung, und beachtet man dabei die in der Figur p. 178- 
markirte Lage der Puncte 2j und 2j + 1> so erhält man: 

Uij = -" r2j cos (r^j, x) ~ ~" "T ^^'' 


t^2y+i = ^ (--— ) r^^+i cos (r^+i, x) ~- , 

hier repräsentiren r^j und rty\.\ die vom Gentrum c der Eugelfläche a 
oder (r) nach den Puncten 2^' und 2^' -|- 1 hinlaufenden Linien; sodass 
also z. B. die Winkel (r«/, rc) und (^2^+1, oi) sämmtlich = 180® sind. 
Aus (32.) folgt nun sofort: 

1 ^Uy 4« 1 ^^2j 


(33.) 


/vTi **^+i '^ v^";;^ V'-^i/ ^*»^+i 
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Nach der Figur p. 178 ist offenbar r^j = xj — X2j und r^j+i = Xc — x%j-^i , 
mithin: 

1?!- = -^ = ^, [-gl- P- 103, W]. 
Somit folgt aus (33.): 

(34.) V'^v^%~ .«"Ay?.;j' 

Nach (/J.) p. 178 ist: ^2, = 2t + (2j ~ 2)*, und -ö-an-i = — 2jS', 
folglich: 

*2y+i = (> - e-^O', [vgl. P. 103, («.)]. 

Nimmt man von diesen Ausdrücken die positiven Quadratwurzeln^ und 
beachtet dabei, dass r^ S, j positiv sind, so ergiebt sich: 

Vtij+i = e^^ — e-J^ = e^^ (1 — e-^^% 

also, falls man Bücksicht nimmt auf die in (26.) eingeführte Bezeich- 
nungsweise: 

/ 1 - f*^ 

K *2;+l — Ij 

Bringt man femer die allgemeine Formel 

E^ + -l^i^-^'l---^ [p. 103, (£.)] 

auf die Entfernung ^2^1 d. i. auf die Entfernung (c, 2j + 1) in An- 
wendung, und beachtet man dabei, dass &c = 2t und '9'2/+.i = — 2jS 
ist 9 und dass r, d, j sämmtlich positiv sind, so erhält man: 

^8/+i = (^* « i)(i « e-^ "" (1 - e-^') (1 - e-^^) ' 
oder mit Benutzung der in (26.) eingeführten Bezeichnungen: 


0»-) »•«+! 


(l-«»)(l-/^ 
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Dividirt man aber diese Formel, und die von früher her bekannte 
Formel 

(c.) ^ = 1^-2« [Tgl. (f.) p. 136], 

durcheinander, so folgt: 

(d.) -^ l(Lzi/!0. 

Substituirt man jetzt die Werthe (a.) und (d.) in (34.), so erhält man: 

^^2j Sna / qf^^ 


(36.) T=Qa^G^^-^ 


(35.) V^j^^v 3 li-iV^^V' 

1 ^^^1 ^ , 16»o / qff y 

Und substituirt man nun femer diese Werthe (35.) in die Formel (30.), 
so ergiebt sich: 

Vnr^/ +\i-«W +\i-3YV "^ 

wo* die Glieder ers^ Zeile den Puncten 2j, die der zweiten Zeile 
den Puncten 2j + 1 entsprechen. Diese Formel (36.) reducirt sich 
sofort auf: 

(37.) r-^(2.).«.{(^)'+3|(^)'}. 

Und hieraus folgt, falls man für 2a den aus (c.) entspringenden Werth: 
2a =s ^ ~ ^ substituirt: 

(38.) r= ^ i?«G« ji + 3 (1 - ««)«^ (riTT^) r 

Verschiedene Darstellungen der lebendigen Kraft der Flüssigkeit. 
— Bezeichnet man in (38.) den in der geschweiften Parenthese ent- 
haltenen Ausdruck mit F^ und beachtet man, dass G nur Abbreviatur 

ist für ^, so erhält man: 

(39.) T = "3? B^FG^ = * ? B?F (^)*, 

wo alsdann jP die Bedeutung hat: 

(4a) ^«i + 3(i-2»)»§(-^-^)'. 
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Demgemäss kann dieses F auch so dargestellt werden: 

(41.) J?' = 1 + 3 (1 - q'y '2f^ (1 + H'f' + ^^f^ + •••); 
oder mehr übersichtlich geschrieben, auch so: 

(42.) F^l + Z (i^ )* 'J (i^ {qPf + H^ («/--O» + ^ (2/>)^H-"), 

oder, was dasselbe, auch so: 

(43.) 1^ = 1 + 3 (1-- «-)' 5" 5" (»L<n±l> (3/^)-+«) , 

oder, falls man jetzt die Summation nach j wirklich ausführt, auch so: 

Der analytische Charakter des Ausdrucks der lebendigen Kraft. — 
Der in dem Ausdruck (39.) der lebendigen Kraft enthaltene Factor F 
ist, zufolge der Formeln (40.) bis (44.),, eine Function von q und f\ 
und diese Argumente q und f waren definirt durch die Formeln (26.). 
Setzt man also: 

(45.) 5 = ß^*^ ui^d ebenso: qQ = er-^", 

so hat f den Werth: 

(46..) /•=^. 

Und man kann demgemäss also jenes in (39.) enthaltene F als eine 
Function der beiden Argumente q und q^ ansehen, was angedeutet 
werden mag diurch die Formel:* 

(47.) . F=Fiq;q,). 

Diese beiden Argumente q und q^ reduciren sich aber in Wirklichkeit 
auf ein einziges Argument, nämlich auf die CerUraldistane E der beiden 
Kugelflächen (r) und (r^); wie sich solches sowohl durch geometrische 
Anschauung, als auch durch analytische Untersuchung leicht darthun 
lässt. Ich werde der Bequemlichkeit halber den letztern (d. i. den analy- 
tischen) Weg einschlagen. 

Bezeichnet man für den Augenblick die a;-Coordinaten der beiden 
Kugelflächencentra c und Cq im Coordinatensystem (x, y, z) mit x 
und Xq^ und beachtet man, dass Cq öberlmlb c liegt (Figur p. 177), so 
ergiebt sich für jene Centraldistanz E der Werth: 

JCj ' ' ■' Xq "~^ X» 
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und gleichzeitig ergiebt sich: 

* = "7^' *» = «$3I' [vgl. (^.) P- 103], 
oder unter Anwendung der Grössen q, q^ (45.): 

1 + 2' i + äo 

Somit folgt: 

1+9' . „i+3o 

Ferner ist nach (c.) p. 181: 


(f.) . E^-a\±^,+a^ , 


1-9' „_z, *-« 


8 


(g.) a = i?---^, a = i2, 


WO R und JB^ die Badien der beiden Kugelflächen vorstellen. Sub- 
stituirt man jetzt diese beiden Werthe von a in die Formel (f.), und 
zwar den einen in erster, den andern in zweiter Stelle, so erhält man: 

(48. a) E==-B^f + E,'^, 

andererseits ergiebt sich aus den beiden Formeln (g.) durch Sub- 
traction : 

(48. b) = -ül^ + E,i^. 

Die Radien B und Rq der beiden Kugelflächen sind aber gegebene 
Constanten. Und die Formeln (48. a, b) seigere also, dass die beiden darin 
entfuütenen Argumente q und g^ lediglich von E cibhängen. Q. e. d. 
Demgemäss wird also jenes F (47.) in letzter Instanz lediglich eine 
Function von E sein, was angedeutet werden mag durch die Formel: 

(49.) F=F (E). 

Die Grössen q und q^ sind nach (48. a, b) lediglicli Functionen von E, 
Demgemäss bietet sich die Aufgabe dar, q und q^ wirklich durch E 
aaszudrücken, und femer die Ableitungen von q und g^ nach E zu be- 
rechnen. Zu diesem Zwecke wollen wir die Formeln (48. a, b) einmal 
addiren, das andere Mal subtrahiren. Alsdann ergiebt sich: 

Differenzirt man jetzt diese beiden Formeln nach E^ und bezeichnet 
man dabei die Differentialquotienten von q und go nach E^ respective 
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mit ([y g'of BO erhält man: 




(P.) ^ ^0 

Femer folgt aus (a.)/ falls man einmal i^^, das andere Mal H eliminirt: 

^0(22-0== -^30 (1-0- 
In gleicher Weise ergiebt sich ans den Formeln (^.): 

Dividirt man jetzt die Formeln (^.) durch die Formeln (y.), so er- 
hält man: 


(«.) 


{ d log g ^_ ^ 
dE q 

d log ffo ^0 


1 

1 + 

^ 

u 

1 — 

^o' 

1 

1 + 

9* 


dE q^ E \—i* 

Nun ist nach (46.): log f ^ log q — log q^. Somit folgt aus (c): 

d log /^ 1 2 (gj - 3«) 


«•) 


d^ ^ (t _ 3«) (1 _ g*) 


Femer ergiebt sich aus (cc.), falls man einmal g,, das andere Mal q 
eliminirt: 

Die quadratische Gleichung (ij.), welche q als Function von ^ bestimmt, 
besitzt im Ganzen zwei Wurzeln, deren Product, zufolge (77.), =» 1 sein 
muBs. Da nun die eifie dieser beiden Wurzeln das gesuchte q reprä- 
sentirt, mithin positiv und •< 1 ist [vgl. (26.)], so wird die andere eben- 
falls positiv, aber ^ 1 sein. Demgemäss können wir also sagen: Die 
lediglich von E abhängende Function q bestimmt sich analytisch als die 
kleinere der beiden Wurzeln der qu^ratischen Gleichung (ri.). Und 
ebenso wird offenbar die ebenfalls nur von E abhängende Function q^ 
analytisch zu bezeichnen sein als die kleinere der beiden Wurzeln der 
quadratischen Gleichung (-O*.). Ausserdcfn gelten für die Differential- 
quotienten dieser beiden Functionen die in (5.) aufgeführten, durch Ein- 
facHheit ausgezeichneten Formeln. 

Von Wichtigkeit ist es nun für unsere weitern Betrachtungen, 
das Vormdien der in (49.) angegebenen Function F,= F(I1), und 


I 
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ebenso das der abgeleiteten Function F {E) zu untersuchen. Ich werde 
zeigen^ dass diese Vorzeichen stets positiv sind. 
Die Formel (40.) lässt sich darstellen: 

(50.) ^= 1 + 3 (9j + 9,» + 9,» + . • . + 9>; + ), 

WO alsdann (pj die Bedeutung hat: 

(öl-) % = TZT^äysT- • 

Nun sind aber q, Qy f positive ächte Brüche [vgl. (26.) und (45.)]. Somit 
folgt aus (51.); dass die (pj sämmtlich positiv sind. Gleiches gilt somit 
auch von F selber (50.). 

Was femer die Differentialquotienten nach E betrifft, so ergiebt 
sich aus (51.): 

d log tPj _ d log q>j df , ^ log 9/ dg 
~~dE df dE"^ dq dE^ 

— {Ia. MaV':^W , ( 2£_ 2qf'^ \dq 

V/- "^ 1 - q^fiJdE "T" V 1 - 2* "^ i^^fjJdE^ 

oder, was dasselbe ist: 

(P,A ^\ ^ ^Qg yy ^ i(l + gV^O d\0fif - 2gHl - f^i) d log q 

Substituirt man aber hier die früher gefundenen Werthe: 

^logjf _ 1 ^ + gg 
"d-E? ' E i^a^' 

so erhält man: 

d log vj 2 (9* - 3*) U 


^^^•^ rfi' i' (1 _ 3^) (1 _ 3^) (1 _ aV^) ' 

WO U zur augenblicklichen Abkürzung steht für den Ausdruck: 

U =j (1 + q^^) - (1 + ql) ?^/-f^- 

Dividirt mau das zweite Glied dieses Ausdrucks im Zähler sowohl wie 
im Nenner mit q^, und beachtet dabei, dass — ««/'ist, so ergiebt sich: 

u = j (1 + i^n - (1 + sD ^'^'sP ' 
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oder, weil q^f =' q ist: 

(I.), U = j(l + q'pi) - (r + 2*) ^r- 

Der am Ende dieses Ausdrucks stehende Bruch ist = 1 +/^+/^*"+/^^'~'- 
Somit folgt: 

(53.) U = j ( 1+ 3*/*) -{f+f+f... +pi) - (3*+ 3 V *+ q^... + 3«/^^*). 
Versteht man nun aber unter ^q, ^2> ^4? • • • ^2;— « folgende Producte: 

?o = (1 - 2') (1 - r^") = (1 + sTO - (2* + /*■'), 
?« = (1 - 2T) (1 - z^-^*) = (1 + 2T0 - (2r + r^'), 
(54.) ?ß, = (1 - 2»r) (1 - pi-^) = (1 + 2V'o - («*/■* + /^M, 

^,,_, = (1 - 2*/^^-*) (1 - n = (1 + 2^-') - (2^-'-'' + n 

und bildet von all diesen yProducten die Summe, so erhält man sofort: 

(55.) ^^ + ^^ + 5ß^... + «P^._^ = U, 

WO U den in (53.) angegebenen Ausdruck vorstellt. Da nun q, q^^ f 
positive ächte Brüche sind, und j eine d^r Zahlen 1, 2, 3, . . . . reprä- 
sentirt [vgl. (50.)], so sind die in (54.) gebildeten Producte $ßo, ^ßj, 
^4, . . . ^2j-2 sämmtlich positiv. Somit folgt aus (55.), dass U eben- 
falls positiv ist. 

d log (f. 
Gleiches gilt daher, zufolge der Formel (52.) auch von ,^ • 

Denn es ist zu beachten, dass q, q^, f positive ächte Brüche sind, dass 
ferner qQ> q ist*), und dass endlich E seiner geometrischen Bedeu- 
tung zufolge (als Entfernung der beiden Kugelceiitra von einander) 
stets positiv ist. Wir gelangen somit zu dem Resultat, dass die 

d log qp. dq>. 

(56.) tpj mid — dW^^ mithin audi die -w-^ 

stets positiv sind. GleicJies gilt datier nach (50.) auch vofi 

j Tri 

(57.) F selber, und von j^- Q. e. d. 


♦) Nach (26.) und (45.) sind q, q^, f positive ächte Brüche. Somit folgt aus 
der Formel (46.): /*= -— sofort, dass qo ^ 9. i^t. 
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§ 12. 

ZoBammenstelliuig und VervollBtändigiing der über die lebendige 

SIraft der Flüssigkeit erhaltenen Besultate. 

Das Hauptresultat unserer bisherigen Betrachtungen kann fol- 
gendermasseri ausgedrückt werden: Eine incompressible Flüssiglceit befinde 
sich innerhalb einer fest aufgestellten Ktigelfläche vom Centrum Cq und 
Badius Rq, Und im Innern dieser Flüssigkeit sei eine gegebene Kugel 
vom Centrum c und Badius R, unter dem Einfluss irgend welcher Ur- 
sachen^ in einer translatorisclien Bewegung begriffen, bei welcher c gegen 
Cq fortschreitet (vgl. die Figur p. 177). Bezeichnet man die Geschwindig- 
Jceitj mit welcher c dem festen Centrum Cq sich nähert^ in irgend einem 
Augenblick mit G, femer die augenblickliche Entfernung zwischen c und 
Cq mit E, so wird alsdann in diesem Äugenblick die lebendige Kraft T 
der Flüssigkeit den Werth haben: 

(58.) ^ = X ^'-^ ^^) • ^'^ [^8l- (39.) und (49.)], 

wo Q die constante Dichtigkeit der incompressibhn Flüssigkeit vorstellt. 
Denkt man sich insbesondere die Kugel mit einer constanten Ge- 
schwindigkeit G, beispielsweise mit der Geschunndigkeit G = 1, fortgeführt, 
so nimmt die Formel (58.) die Gestalt an: 

(59.) T=K,F{E), 

wo K eine Constante vorstellt. Hieraus aber folgt, dass die 
lebendige Kraß T in diesem lalle beim iveiteren Fortschreiten 
der Kugel fortwährend abnimmt, so lange bis das Centrum 
c dieser Kugel das feste Centrum Cq erreicht , hat. Denn wäh- 
rend der in Rede stehenden Bewegung ist E in beständigefn ^ 
Abnehmen, also nach (57.) die Function F= F (E) ebenfalls 
in beständigem Abnehmen begrififen. 

Bezeichnet man irgend einen Durchmesser der festen Kugel- 
fläphe mit a^Co&Q, denkt man sich femer auf diesem Durch- 
messer irgend zwei Puncte a^ und /S^ markirt, zu beiden Seiten 
von Cqj und beide gleich weit von Cq entfernt, und lässt mau 
nun den Mittelpunct c der beweglichen Kugel längs dieses 
Durchmessers aQC^bQ mit einer cmistanten Geschwindigkeit G 
fortschreiten, so wird die lebendige Kraft der Flüssigkeit in 
dem Augenblick, wo c die Stelle a^ passirt, genau denselben Werth 
haben wie in dem späteren Zeitaugenblick, wo c die Stelle ß^ passirt. 
Solches ergiebt sich sofort aus der Formel (58.), nämlich aus dem 


G 


ßo 


cc^ 


Ur 
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Umstände, dass in dieser Formel nur das Quadrat von G sich vor- 
findet. Denkt man mch also, während c längs des Durchmessers «o^o^o 
mit constai^r Geschwindigkeit fortgeführt mrd, in jedem Augenblick 
im Puncte c ein Perpendikel auf jenem Durchmesser errichtet, dessefi 
Länge den augenblicklichen Werth der lebendigen Kraft der Flüssigkeit 
angiebt, so werden all diese PerpendiJcel zusammengenommen eine jsu Cq 
symmetrische Curve bilden. Auch mrd diese Curve in Cq ihr Mini- 
mum haben, und von hier aus nach beiden Seiten in fortwährendem 
Steigen begriffen sein. 

Will man das Minimum jener Curve, d. h. ihre dem Punct c^ 
entsprechende kleinste Ordinate berechnen, so hat man zunächst den 
Werth der Function F ^^ F (JE) für JE = zu ermitteln. Setzt man 
aber in der quadratischen Gleichung (rj.) p. 184: 

das jK = 0, so sind die beiden Wurzeln der Gleichung, wie man leicht 
übersieht, j = und g = cx). Von diesen beiden Wurzeln ist die 
Kleinere zu nehmen [vgl. die Bemerkungen im Anschluss an jene 
Gleichung (i^.) p. 184]. Folglich ist in diesem Fall g = 0. In gleicher 
Weise erhält man aus der quadratischen Gleichung (-ö-.) p. 184: giQ=^0. 
Folglich erhält man: 

2 = 0, «0 = 0, und /•=-l- = ^. 

Der wirkliche Werth von f ergiebt sich aus (48. b.). Setzt man nämlich 
hier 2 — g, = 0, so folgt: 

Substituirt man aber diese Werthe von q, q^, f in (44.), so erhält 
man den der Entfernung i? = entsprechenden Werth der Function 
F = F{E), Und zvsrar findet man für denselben aus jener Formel (44.) 
sofort folgenden Ausdruck: 

F{0) =1 + 3 ^-^,- = 1 + 3 -3-^-3 • 

d.i. Fm = \ 3 ■ 

Jener der Centraldistanz E = entsprechende Minimalwerth der leben- 
digen Kraft der Flüssigkeit stellt sich daher nach (58.) folgender- 
massen dar: 

(61.) y=^ y_^ -^s 
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WO JR den Radius der Kugel, Rq den Radius der die Flüssigkeit um- 
schliessenden fest aufgestellten Kugelfläche und q die Dichtigkeit der 
Flüssigkeit bezeichnet, während G die Geschwindigkeit der Eugel re- 
prasentirt. 

Specieller Fall: Die Kugel sei unendlich klein^ also i2 »= 0. Als- 
dann sind die beiden Wurzeln der Gleichung (60.) für ein beliebiges E 
dargestellt durch q = und q = oo. Von diesen beiden Wurzeln ist 
die kleinere zu nehmen, mithin ^ = 0. Also: 

q = 0, und f=^ ebenfalls = 0. 

Diese Werthe in (44.) substituirt, erhält man: 

F=jP(JB) = 1. 

Demgemäss ergiebt sich aus (58.): 

(62.) T = -/ ü»ö*; 

also der Satz: Denkt man sich längs eines Durchmessers a^CQbQ der die 
Flüssigkeit umschliessenden festen Kugelfläche eine unendlich kleine 
Kugel mü einer constanten Geschunndigkeit G fortgeführt^ so wird 
während dieser Beilegung die lebendige Kraß der Flüssigkeit constant 
bleiben, nämlich den Werth (62.) besitfsen, wo das R den unendlich kleinen 
Radius der Kugel repräsentirt. Genauer wird man also zu sagen haben, 
jener constante Werth der lebendigen Kraft sei gleich Null. — Jeden- 
falls werden die hier gemachten Angaben hinreichend auch dasjenige 
Verfahren andeuten, welches einzuschlagen, wenn die Kugel nicht 
unendlich klein, sondern nur sehr klein ist. 

§ 13. 
Die Becmltante der auf die Kugel ausgeübten Druckkräfte. 

Es handelt sich bei unserer Aufgabe (welche früher auf p. 113 
in ausführlicher Weise angegeben wurde) um die Aufstellung der die 
Bewegung der Kugel beherrschenden Differentialgleichung: 

(63.) Jlfg = X^-X^ [vgl. (1.) p. 114], 

und namentlich- um die Berechnung der Kraft X^. Dieses X^ reprä- 
sentirt die a;-Componente derjenigen Wirkung, welche auf die Kugel 
ausgeübt wird durch den Druck der umgebenden Flüssigkeit, und stellt 
sich dar durch die Formel: 

(64.) Z^ = - Xi - (g)-^ ^^, [vgl (7.) p. 115]. 
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Diese Formel (64.) ist nun weiter zu entwickeln durch Substitution 
des für die lebendige Kraft erhaltenen Werthes: 


(65.) 


T^^l^F (^y , [vgl. (39.) p. 181J. 


Wir beginnen dabei mit der Bemerkung^ dass die Coordinate i 
des Kugelmittelpunctes c nothwendiger Weise zu rechnen ist von einer 
(jibsolut festen Marke aus-, wie solches z. B. augenblicklich klar ist, 
falls man einen Blick auf die Gleichung (63.) wirft. 

Bemerknng. -^ Fehlerhaft würde es also z. 6. sein, wenn man dieses 
l rechnen wollte von der Atquatorialebene des dipolaren Systems ans, 
d. i. von derjenigen Ebene aus, welche im Vorhergehenden (z. B. in der 
Figur p. 177) mit yz bezeichnet ist. Denn von den beiden die Flüssig- 
keit begrenzenden Kugelflächen c^ und a ist die eine allerdings fest, 
die andere aber in Bewegung begriifen. Und demgemäss wird sich das 
diesen beiden Eugelflächen entsprechende dipolare System von Augen- 
blick zu Augenblick ändern, der Art, dass sowohl seine beiden Pole Ä 
und A', wie auch seine Aequatorialebene yz in fortdauernder Betcegung 
begriffen sind. 
Um die Vorstellung zu fixiren, bezeichnen wir den vertikal von 
Unten nach Oben laufenden Durchmesser der fest stehenden Eugelfläche 
6f^ mit aQÖQbQf nehmen «q zum Anfangspunct des Coordinatensystems, 
die Linie ^c^bQ zur a:-Axe, und die durch a^ gehende 
Horizontalebene zur «/^-Ebene. Und dementsprechend 
mag fortan die Coordinate j^ des Mittelpunctes c 
der Fläche <y von dem festen Puncte a^ aus ge- 
rechnet werden. Auch mag in gleicher Weise 
verfahren werden mit der Coordinate j^ des Mittel- 
punctes Cq der Fläche öq. Dieses Jq ist offenbar 
eine Constante, nämlich gleich dem Radius Rq der 
Kugelfläche 6^. 

Nach (49.) hängt das in (65.) enthaltene F 
lediglich von JE ab, wo E die Centraldistanz {cCq) 
vorstellt. Und zwar sind die Werthe von 


X 


E 


^(^^l) 


- Co (Xo) 


(66.) F=F{E) und ~^^ = F\E) stets positiv; 

vergl. (57.) 
Die Centraldistanz E ist je nach Umständen bald 

= E ■*" Eo; ^^^^ =^ So — E- Und zwar wird 

dE 


(67.a) E^=i — Eo, mithin 


dl 


= + 1, 


a. 


ye 


falls c oberhalb Cq sich befindet^ wie z. B. in beistehender Figur. Hin- 
gegen wird 
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(67.b.) i: = Eo-E, mithin ^f = - 1 

sein, sobald c unterhalb Cq liegt. Demgemäss ergiebt sich: 

(68. a.) —T— = j^ (+ 1), falls c oberhalb Cq liegt; 

hin gegen 

(68. b) d ^^ die ^ — ^)' ^^''^ ^ unterhalb c^ liegt. 

Differenzirt man die Formel (65.) nach der Zeit, so erhält man: 

dT _ TtQ ^3 rdF (diy , o^^S d^l . 
dt ~ 3" ^ läi \dt) "T" ^^ dt df"] ' 

und hieraus ergiebt sich mit Rücksicht auf (68.a, b): 

• 

wo von den beiden Zeichen + das obere oder umtere gilt, jenachdem 
c oberhalb oder unterhalb Cq liegt. Sabstituirt man den Werth (69.) 
in (64.), so ergiebt sich für die gesuchte Kraft X^ der Werth: 

(70.) X. = - X> + 7 I^ [+ % ßj)^ - 2i^ g] , 

WO wiederum von den beiden Zeichen + das obere zu wählen ist, 
falls c oberhalb c^ liegt, u. s. w. Wir gelangep somit zu folgendem 
Resultat: 

Es sei Cq das Centrum, und «n^o^o ^^ ^^^ Unten^nach Oben lau- 
fende vertikale Durchmesser einer fest aufgestellten Kugelfläclie vom 
Radius Rq. Innerhalb dieser Fläche befindet sich eine incompressible 
Flüssigkeit, ^nd im Innern der Flüssigkeit befinde sich eine Kugel vofn 
Radius ü, deren Centrum c längs des festen Durchmessers «o^o^o **^^ 
Belid)en hingleiten ka/nn. 

Auf dieses materielle System mögen von Aussen her gegebene Kräfte 
einwiricen; und zwar sei die Summe der x-Componenten der die Kugel 
sollicitirenden äussern Kräfte mit X, andererseits das Potential der die 
Flüssigkeit sollicitirenden äussern Kräfte mit V == F(a?, y, z) bezeichnet. 
Dabei mag als x-Axe der vertikale Durchmesser a^c^b^^ und als yz-Ebene 
etwa die Tangentialebene der festen Kugelfläche in ihrem tiefsten Puncte 
a^ gedacht werden; sodass also dieser Punct a^ den Anfangspunct des 
Coordinatensystems repräsentirt (Vgl. die vorhergehende Figur.) 

Alsdann ergiebt sich für die Bewegung der Kugel die Differential- 
gleichung: 

(71.) ' J^fg = x + x^ 
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WO M die Masse der Kugel, und j den Abstand ihres MiUdpuncts c vom 
Anfangspunct a^ bezeichnet Dabei hat das X die schon genannte Be- 
deutung, während X^ die x-Componente derjenigen Wirkung vorstellt, 
welche auf die Kugel ausgeübt wird durch den Druck der umgebenden 
Flüssigkeit 

Diese Kraft Xp besitzt, falls man den Centralahstand {cCq) seinem 
absoluten Betrage nach mit E bezeichnet, folgenden Werth: 


(72.) 


— - ItQ 


dF 


XP^-XJ + '^R\^ 


(dj^Y _ ^ 
\dij 3 


ß'F 


d'l 


dt 


2} 


X 


wo in jedem Augenblicke von den beiden Zeichen + das obere oder 
untere gilt, je nachdem der Punct c augenblicklich oberhalb oder unter- 
halb Cq liegt Hier repräsentirt q die constante Dichtigkeit der incompres- 
siblen Flüssigkeit, femer F eine gewisse, lediglich von E ablumgende 
Function [vgl. (49.)]. Und endlich repräsentirt X^ die dem Princip des 
Archimedes entsprechende Kraß, nämlich die x-Componente derjenigen 
Wirkling, welche die durch das Potential V = V(x, y, z) definirten äussern 
Kräfte auf die Kugel ausüben würden, falls die 
Materie der Kugel identisch uxire mit der der ge- 
gebenen Flüssigkeit 

Die Kraft X^ besteht nach (72.) aus drei 
Theilen. Der erste Theil ist = — X^, der zweite 
proportional mit dem Quadrat der Geschwindig- 
keit der Kugel,, und der dritte proportional mit 
ihrer Beschleunigung. Der erste Theil ist bereits 
hinreichend besprochen; er entspricht dem Princip 
des Archimedes, 

Was den zweiten Theil 


,-c(E) 


1 


(73.) 


+ '^R' 


dF 
dE 


^\dtj 


-Co (Jo) 


Or 


y^ 


betrifft, so wollen wir, zur augenblicklichen Fixi- 
rung der Vorstellung annehmen, c liege (wie in 
beistehender Figur) oberhalb ^q; sodass also im 

vorstehenden Ausdruck (73.) das obere Zeichen zu 

nehmen ist. Zugleich wollen wir uns daran er- 

innem, das -r^ stets positiv ist. Alsdann erkennen wir sofort, dass 

dieser zweite Theil (73.) eine der Richtung der rc-Axe entgegengesetzte 
Kraft repräsentirt, also eine Kraft, durch welche das Centrum c der 
beweglichen Kugel gegen das feste Centrum c^ hingetrieben wird. Zu 
diesem selben Resultat gelangen wir, wie leicht zu übersehen, auch in 
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dem andern Falle, dass c unterhalb Cq liegt. Mag man also die fieweg- 
liehe Kugd in dieser oder jener Lage betrachten, stets tvird der zweite 
Theü der Kraft X^ (72.) von solcher Beschaffenheit sein, als fände 
zwischen den Mittelpuncten der beiden KugelfläcJien eine gegenseitige 
Anziehung statt. Oder etwas anders ausgedrückt: Jener zweite Theil 
wird stets von solcher Beschaffenheit sein, als unirde die bewegliche Kugel 
abgestossen von dem ihr jedesmal mnäclhst gelegenen Theil der festen 
Kugelfläche, 

Was ferner den dritten Theil: 

(74.) ' -'-^li^Fg 

betrifit, so wird dieser offenbar, weil F positiv ist, jederzeit von ent- 
gegengesetztem Vorzeichen sein mit ^. Dieser dritte Theil von X^ (72.) 

ist somit als eine Kraft zu bezeichnen, welche der augenblicklichen Be- 
schleunigung der Kugel jederzeit entgegen arbeitet 

§14. 

Ueber eine sich anBOhliessende Aufgabe. 

Die zunächst sich darbietende Aufgabe würde eine gewisse Er- 
weiterung der soeben behandelten sein, nämlich den Fall betreffen, 
dass die Kugelfiächen, deren Radien und Centra mit R, c und Rq, Cq 
bezeichnet wurden, beide beweglich sind, der Art, dass jene Centra c 
und Cq längs der festen a;-Axe nach Belieben fortschreiten können. 
Mehr Interesse dürfte aber diese Aufgabe in dem Falle darbieten, wenn 
jene beiden Kugelfiächen nicht ineinander geschachtelt sind, sondern 
die eine ausserhalb der andern sich befindet; wobei alsdann die Flüssig- 
keit den ganzen unendlichen Aussenraum der beiden Kugelflächen ein- 
nehmen soll. Und diesen letztern Fall wollen wir in der That im 
folgenden Abschnitt in Betracht ziehen. 
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lieber die Bewegung zweier Kugeln im Innern einer incomgressiblen 
Flüssigkeit, die nach Aussen überall ins Unendliche reicht. 

§ 1. 

Genauere Formulimzig der Aufgabe. 

Die incompressible Flüssigkeit sei umschlossen von einer fest auf- 
gestellten Kugelfläche <y^, deren Centrum irgendwo im Endlichen liegt, 
und deren Radius unendlich gross ist. Innerhalb dieser Flüssigkeit 
mögen sich zwei Kugeln (etwa zwei MetaUkugeln) <y und 6^ befinden, 
deren Mittelpuncte c und Cq auf der festen x-Axe liegen, und längs 
derselben nach Belieben fortgleiten können. 

Auf dieses materielle System mögen von Ämsen her gegebene 
Kräfte einwirken. Und zwar sei die Summe der a:-Componenten der 
die Kugel 6 sollicitireudan äussern Kräfte bezeichnet mit X^ die ana- 
loge Bedeutung habe femer X^ für die Kugel (y^,; andererseits sei das 
Potential der die FlüssigTceit soUicitirenden äussern Kräfte bezeichnet 
mit F«= V{Xy y, z). Ueberdiess sei gegeben der Anfangszustand des 
ganzen Systems, und zwar der der Flüssigkeit als ein wirbelfreier, unter 
so bewandten umständen soll nun die weitere Bewegung des Systems 
(der beiden Kugeln und der Flüssigkeit) näher untersucht werden. 

Bemerkniig. — Der von der Flüssigkeit occapirte Raum 9% ist gegen* 
wärtig begrenzt yon der äussern Fläche g^^ und den beiden innem 
Flächen a nnd. a^. Auch erkennt man leicht, dass dieser Raum 92 ein 
einfach zusammetüiängender ist (vgl. p. 21). Und demgemäss wird es, 
was die Angabe des Anfangszustandes des Systems betrifft, ausreichend 
sein, den Anfangszustand der beiden Kugeln festzusetzen. Denn hiedurch 
wird alsdann der Anfangszustand der Flüssigkeit schon mitbestimmt sein 
(vgl. die Bemerkung auf p. 77). Um nun aber endlich den Anfangs- 
zustand der beiden Kugeln festzusetzen, wird es ausreichend sein, die 
Anfangswerthe derjenigen Geschwindigkeiten festzusetzen, mit welcher 
die Mittelpuncte c und Cq dieser Kugeln längs der a:-Axe fortschreiten. 
Denn wir wollen der Bequemlichkeit willen voraussetzen, dass die Engeln 
eine bloss fortschreitende Bewegung annehmen dürfen, dass sie also be- 
weglich sind längs eines der ^-Axe parallelen festen Geleises, (VgK 
übrigens die Bemerkung p. 142.) 
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Um die Vorstellung zu fixiren sei die feste x-kxe vertikal von 
Unten nach Oben fortlaufend, und die längs dieser Axe, von einer ofe- 
solut festen Marke aus, gerechneten Coordinaten der Puncte c und Cq 
seien bezeichnet mit j und Jq. Sind M und Mq die Massen der beiden 
Kugeln, so ergeben sich für die Bewegung dieser Kugeln die Diffe- 
rentialgleichungen : 

(1.) . J^ 

wo X und Xq die schon genannten Bedeutungen haben, während X'^ 
und X^ die iC-Componenten derjenigen Wirkungen vorstellen, welche 

auf die beiden Kugeln ausgeübt werden durch den Druck der um- 
gebenden Flüssigkeit Unsere Haui^taufgäbe 'besteht nun in der Berech- 
nung dieser Kräfte X^ und Xp; und zu diesem Zwecke haben wir der 

Keihe nach zuerst das Geschmndigkeitspotential der Flüssigkeit, so- 
dann die lei>endige Kraft T derselben analytisch darzustellen, und end- 
Uch aus Ty mittelst des Hamilton' sehen PHndpSy die Werthe jener 
Kräfte 2> und X^ abzuleiten. 

§2. 
Allgemeine Disposition zur Lösung der Aufgabe. 

Da der von der Flüssigkeit erfüllte Raum 91 ein einfach zusammen- 
hängender ist, so ergeben sich, ähnlich wie bei der früheren Aufgabe, 
für das Geschwindigkeitspotential folgende Bedingungen: 

dO dO dO 
***' 'dx> dy' Jg ^^' ^^^ ^'^ = ^' ™ Baume 91; 


(2.) 


ö|j- == ^ COS (N , x), auf der Fläche tf ; 


= ^cos(N,a:), auf 6^:, 


dti ~ dt 

- 0, auf 0^] [vgl. (10.) und (11. a, b) p. 116]. 


ao 


Dabei repräsentirt N, ebenso wie früher, stets die der Flüssigkeit ab- 
gewendete Normale. Um das diesen Bedinj^ungen (2.) entsprechende 
wirklich zu bestimmen, setzen wir: 

(3) ^ = yS+'^o1^», 


13 
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wo alsdann ¥ und V^ folgenden Bedingungen zu unterwerfen «ind: 

(u, ^"^0 ^\ ^\ mm; 

^^ dx^ ;y' dz ^^^' 


(4.) 


^y av av av . 

.^' dx' Ji> dz ^^^^' 

und AV s=» 0, im Räume SR; 

äN = co8(N,a?) auf <y; ^^g^, 

^N = 0, auf ^o) 
äN^O, auf <y^; 


und AVq = 0, im Räume 91; 
^ = 0, auf 0\ 

-^^ = cos(N,ic), auf f^o; 
[-^ = 0,auf<y^. 


Denkt man sich in solcher Weise die Functionen V und Vq, also nach 
(3.) auch die Function wirklich berechnet^ so ergiebt sich alsdann 
die lebendige Kraft T der Flüssigkeit mittelst der Formel: 

(6.) T « I ///„ (0, 0) dxdyde, [vgl. (2.) p. 44J , 

WO das Symbol (0, 0) den früher [(/3.) p. 41] festgesetzten Sinn hat. 
Zufolge (3.) ist daher: 

(0, 0) = (V, V) (fl)* + 2(V, V«) ^J ^1 + (V„ Vo) (§)* 
und demgemäss folgt aus (0.): 

(7) ^= Z {§)' + 2H ^1 ^^^« + Zo (^)' = Z^- + 2HE'E; + Z„E;^ 

wo Z, Zo und H die Werthe haben: 

2 == ifSL ^'V,'^dxdydz = IXC V Ik ''''' tvgl. (y.) P. 41], 

Zo = -;- SSL ('^o, M'o)rf^dy«/. = 1 XT« ^ -a^ ^^^ 

hier sind, wie der Index SR andeutet, die dreifachen Integrale über alle 
Volumelemente dxdydz des Raumes SR, andererseits die Doppel-Inte- 
grale über sämmtliche Oberflächenelemente dieses Raumes, als9 über 
die Elemente dller drei Flächen 6, a^, ö^ auszudehnen. Diese Werthe 
von Z, Zo, H reduciren sich mittelst der Formeln (4.), (5.) auf folgende 
Ausdrücke: 

Z = Y /y V cos (N,a:)d^, (ausgedehnt übfer die eine Fläche e), 

Zq = 4" /T% cos (N, x)d6Q^ (ausgedehnt nur über (Tq), 

H = \ JJ^Q cos (N, x)d6y (ausgedehnt mir über 6)y 
oder auch: H = \ JJ^ cos (N, x)d6Q, (ausgedehnt nur über 6q). 
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Die der Flüssigkeit dbgewendetm Normalen der Kugelflächen tt und fS^ 
sind aber entgegengesetzt den Radiefi B und Eq dieser beiden Flächen, 
und demgemäss können die Formeln auch so geschrieben werden: 

(8.) Zo = - I // Vo cos (üo , x) do„ 

H I // M'o cos {R, x)d6^-\JJ^ cos (iZo, x)d6,. 

Nun ist die Lage der beiden Kugeln 6 und 6q in jedem Augen- 
blick vollständig bestimmt durch Angabe der Coordinaten { und j:^ 
ihrer Mittelpuncte c und Cq. Somit folgt aus (4.), (5.), dass durch 
Angabe dieser Coordinaten j, j^ auch die augenblickliche Beschaffenheit 
der Functionen Y, Yq vollständig bestimmt ist. Und Gleiches gilt 
daher nach (8.) auch von den augenhlkhlichen Werthen der Z, Z^, H. 
Diese drei Grössen sind also lediglich abhängig von i und f^; was 
angedeutet sein mag durch die Formeln: 

(9.) Z = Z{ii,ic,), Z, = 2o(E,Eo), H = H(E,E„). 

Bemerkimg. — Vergleicht man den Ausdruck der lebendigen Kraft T 
(7.) mit der betreffenden allgemeinen Formel [(3.) p. 45], so bemerkt 
man, dass im gegenwärtigen Fall die dort mit Gq bezeichnete Grösse 
verschwindet. Und dies steht in vollem Einklang mit dem Zusatz p. 64. 

Denkt man sich nun den beiden Kugeln 6 und öq, oder vielmehr 
ihren Mittelpuncten c und c^ irgend welche virtuelle Verrückungen dj 
und djo zuertheilt^ und bezeichnet die hiebei von der Flüssigkeit (ver- 
möge ihres Druckes) auf die beiden Kugeln ausgeübte virtuelle Arbeit 
mit 8Ly so ist offenbar: 

(10.) SL = XPSi + Xjdjo, 

WO X^ und Xj die schon bei (1.) besprochenen Bedeutungen haben*). 

Andererseits aber lässt sich diese virtuelle Arbeit SL auch darstellen 
mittelst des früher besprochenen Hamilton^ sehen Princips. Man findet 
alsdann^ weil der von der Flüssigkeit erfüllte Raum SR einfach zu- 
sammenhängend ist**), für SL den Ausdruck: 

(\\\ AT fd(T--W) d dT\ /d(T^W) d dT\ 

(11.) 8L==^(- ^~ ^-^^,jdE+(^- -^-^ diSiJ^^o. 

*) Man vgl. hinsichtlich dieser virtuelien Arbeit ÖL das darüber zu Ende 
der p. 11 Bemerkte. 

**) Vgl. die Bemerkung p. 194. 
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[vgl. (21.) p. 54]. Dabei bezeichnet W das GesamnUpotential^ welches 
auf die Flüssigkeit ausgeübt wird von den gegebenen, durch das Po- 
tential V definirten ä/ussem Kräften. Es ist mithin: 

(12.) Tr= qJJJ^ Vdxdifdz, [vgl. (20. a) p. 13]. 

und hieraus folgt, dass der Werth dieses Gesammtpotentiales W ledig- 
lich abhängt von der augenblicklichen Lage der beiden Kugeln 6 imd 
öq, oder mit andern Worten, dass derselbe lediglich eine Function von 
l und So ist; was angedeutet sein mag durch die Formel: 
(13.) W = W(i, Eo). 

Durch Vergleichung der Formeln (10.) und (11.) ergiebt sich nun 
sofort: 

(14) "^ ^£ dtdi' 

Xp— ^(^ - ^) _ ± ^T 

Die hier auftretenden Ableitungen von W besitzen eine einfache 
physikalische Bedeutung. Wir können nämlich das Integral (12.) auch 
so schreiben: 

(a.) W= Q fff^ Vdxdydz - p Jff^ Vdxdydss - q fff^ Vdxdydz. 

wo die Indices andeuten sollen, dass das erste Integral über den ganzen 
Innenratim der Kugelfläche 6^, ebenso das zweite über den Innenraum 
der Kugelfläche 6, und das dritte über den von 6^ auszudehnen ist. 
Da das gegebene Potential F= F(a?, y, z) nur von den Coordinateo 
(nicht aber von der Zeit) abhängen soll, so ist das erste dieser Inte- 
grale eine Constante, etwa = G. Bezeichnet man die beiden andern 
mit w und w^^ setzt man also: 

iß.) (fJJJ Vdxdydz ==^0, 


4D 

w. 


Wo, 


(y.) qJJJ Vdxdydz = 

(*.) Q f ff ^Vdxdydz- 

so ergiebt sich: 

(e.) W= C W tÜQy 

wo W von j, Eo abhängt [vgl. (13.)]; während offenbar w nur von J 
und Wq nur von ^^ dependift. Demgemäss folgt aus (e.): 

(dW dw j 

■W--H- -" 
dw ^ aw. 


AllgemeiDe Diapositioii zur Lösung der Aufgabe. 199 

Die Formel (y,) zeigt sofort, dass w dasjenige Potential repräsentirt, 
welches die durch V definirten äussern Kräfte auf die Eugel 6 aus- 
üben tmrden, falls die Materie der Kugel identisch wäre mit der der 

gegebenen Flüssigkeit. Und demgemäss repräsentirt also z. B. — -^ 

die a;-Componente derjenigen Wirkung, welche jene durch V definirten 
äussern Kräfte auf die Kugel 6 unter der eben genannten Voraus- 
setzung ausüben würden. Bezeichnet man also diese a;-Componente 
kurzweg mit X^^ so ist: 

= — -yr- = X^, und ebenso bei analoger Bezeichnungsweise: 


(1?.) 


dW ^«7o Yi 


Ho Ho ^' 

Die Formeln (14.) gewinnen daher folgende Gestalt: 

Doch sind dieselben noch einer weitern Vereinfachung fähig. Zu 
diesem Zweck sei von Neuem daran erinnert^ dass die in der leben- 
digen Kraft: 

(16.) T = Zj'* + 2 H j'eo + Zo ?;*, [vgl. (7.)], 

enthaltenen Coefficienten Z, Zq und H nur Functionen von jr, £o ^^^^ 
[vgl. (9.)], dass also diese Coefficienten nur abhängen von der a/ugen- 
blicklichen relativen Lage der drei Flächen 6, öq, ö^ ssu einander. Nun 
sind aber sämmtliche Puncte der Kugelfläche 6^ in unendlicher Feme 
gelegen. Es bleibt daher z. B. die relative Lage - d|y Kugel <f zur 
Fläche 6^ stets ein und dieselbe, welche Bewegui^g jene Kugel auch 
annehmen mag. Gleiches gilt von der Kugel 6q hinsichtlich ihrer 
Lage zu ts^. Und demgemäss werden die genannten Coefficienten Zy Zq 
und H in Wirklichkeit nur abhängen von der relativen Lage der beiden 
Kugeln 6, und öq zu einander. Mit andern Worten: Jene Coeffi-» 
cienten werden in Wirklichkeit nicht von j und j^, sondern nur von 
dem einen Argument (5 — Jq) abhängen. — Um die Vorstellung zu 
fixiren, mag die Kugel 6 oberJuilb der Kugel öq, mithin £ > £0 gedacht, 
und der Central-Abstand (cCq) der beiden Kugeln mit E bezeichnet 
werden; so dass also 

(17.) i?-J-Jo 



200 


Allgemeine DispositioD zur Lösung der Aafgabe. 


X 


ist. Alsdann sind also Z, Zq und H- lediglich Functionen von E, was 

angedeutet sein mag durch die Formeln: 

(18.) Z=^Z(E), Zo-2o(-B), H = H{E). 

Demgemäss kann man in (15.) statt der Differentiationen 
nach ^ und ^q die Differentiation nach E eintreten lassen^ 
und erhält alsdann: 


(19.) 


' dt 9e;' 


,-c(j) 


^l- 


dE 
^0 dE 


E 


Substituirt man aber hier för T seinen Werth (16.), und 
beachtet man dabei, dass Z, Z^, H lediglich von E ab- 

hängen, und dass "^ *= E' "~ Eo ist, so gelangt man nach 
einfachen Reductionen zu den Formeln: 

x.=-x.-4f.(s'-s;)*+'*^^+*"^^^ 

(20.) 


-CoCs.) 


j;»-2(Zj"+Hjö), 


dE^^ «»>' ' dE 

^ ^i+S(E'-Eo)*-^^^^^Ä'*^S'*-2(ZoEÖ+Hj"); 

woraus z. B. durch Addition folgt: 

(21.)ZP+X^ (X.+X^)-^(^(E'-ji)*-^(?i^^(E'«-E'«) 

-2[(Z + H)r + (Zo + H)Eo]. 

Die erste der Formeln (20.) kann zur augenblicklichen Abkürzung etwa 
so geschrieben werden: 

(22.) XP = -Xi + a(j^ - ?;)« 4- /Jfo* + Yf + 9ii 

Demgemäss ist also die :c-Componente X^ derjenigen Wirkung, welche 
auf die Kugel 6 ausgeübt wird durch den Druck der umgebenden 
Flüssigkeit wöientlich verschieden, je nachdem von den beiden Kugeln 
6 und (Jq, nur <y, oder mir öq, oder aber gleichseitig und Öq in Be- 
wegung begriffen sind. In der That wird jene Kraft X^ (22.) in den 
genannten drei Fällen der Reihe nach folgende Werthe haben: 

(22. a) XP X> + aE'* + yE", 

(22. b) XP = - X^ + (« + ^)Eo* + «JJÖ, 

(22. c) XP = -XJ + «E'» _ 2aj'E; + (a + ß)^,» + yf + «JÖ. 

Auch ergeben sich, wie man sieht, die von den Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen abhängenden Glieder im dritten Fall (22. c) nicht 
durch unmittelbare Superposition aus denen in den beiden ersten Fällen 
(22. a, b). 


AJlgexneine DiBpoeition ziu: LOsung der Aufgabe. 201 

BemerknngeiL — Die z. 6. in (22.) enthaltenen X^ und X^ kann man 
bezeichnen als die dem Princip des Archimedes entsprechenden Kräfte. 
In der That repräsentiren nämlich X^ und X^, wie aus unsem Betrach- 
tungen sich ergeben hat, die a;-Componenteii derjenigen Wirkungen, 
welche die durch das Potential V definirten äusseren Kräfte auf die 
beiden Engeln c und a^ ausüben würden^ falls die Materien dieser Kugeln 
identisch wären mit der Materie der gegebenen incompressiblen Flüssigkeit. 

Denkt man sich die beiden Kugeln a und a^ mit einander verbunden 
durch eine starre Linie, mithin beide Kugeln mit einander vereinigt zu 
einem eineigen starren Körper, so wird j' ^ 5' und 5" == g''; so dass in 

diesem Fall die Formel (21.) die Gestalt erhält: 

(«). XP + Xl^- (XJ + Xi) - 2(2 + Zo + 2H)e"; 

während gleichzeitig die lebendige Kraft T der Flüssigkeit (16.) den 
Werth annimmt: 

(P-) r = (Z + Zo + 2H)E'* 

Man übersieht leicht, dass in diesem Falle, wo es sich nur um die Be- 
wegung eines einzigen starren Körpers handelt, die Formel (a.) auf Grund 
des Ausdruckes (ß.) in bequemer Weise sich ableiten lässt mittelst der 
früher (p. 77—79) ezponirten Methode. 

Um die Kräfte X^, X^ (20.) wirklich zu berechnen, haben wir die 

dortigen, nur von E abhängenden Coefficienten Z, Zq, H ihrem ana- 
lytischen Ausdruck nach zu bestimmen. Zu diesem Zwecke aber müssen 
der Reihe nach zuerst das Geschwindigkeitspotential O der Flüssigkeit, 
und sodann ihre lebendige Kraft T analytisch bestimmt werden. Da- 
bei wird es angemessen sein, wieder von den dipolaren Coordinaten 
Gebrauch zu machen. 


§ 3. 

Einführung der dipolaren Coordinaten. 

Wir betrachten das gegebene materielle System in irgend einem 
Augenblick seiner noch unbekannten Bewegung, und führen ein dipo- 
lares Coordinatensystem von solcher BeschaflFenheit ein, dass die beiden 
Kugelflächen und öq in ihren augenblicklichen Lagen nichts Anderes 
sind als zwei Kugelflächen dieses dipolaren Systems. Und zwar wollen 
wir bei der näheren Determination dieses dipolaren Systems in solcher 
Weise verfahren, dass seine beiden Pole ^(■9'«= 00) und ^' ('&•=—• 00) 
und die beiden Kugelcentren c und Cq in der Weise aufeinander folgen, 
wie die folgende Figur es angiebt. In dieser Figur ist gleichzeitig 
markirt die vertikal nach Oben laufende a;-Axe, und die Aequatorial- 
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(23.) 


(2r) 


Ebene des dipolaren Systems ^ letztere bezeichnet mit yg. Sind nun 
d" = r und d' = tQ die Parameter der beiden Flächen ö und öq^ so wird 

mithin d = r — t© = positiv 

sein. Und gleichzeitig werden alsdann die '9'-Go- 
ordinaten der beiden Kugelcentren c und Cq re- 
spective = 2r und = 2tQ sein, wie solches an- 
gedeutet ist in der beistehenden Figur. [Vgl. den 
Satz p. 101.] Ueberdiess ergiebt sich aus (23.), 
dass (od) 

(24.)' g = (r^ und qQ = d''' und /*=jJo = ^""*' 

positive ächte Brüche sind*). " — ^ - V^ 

.Sind die Radien B, Bq der beiden Kugeln 
gegeben, und ist femer ihre augenblickliche Cen- 
traldistanz E = (cc^), bekannt , so werden hie- 
durch die Lagen der soeben eingeführten Pole 
Ä und Ä\ mithin auch die Werthe von v, t^, 
d und q, Jq, f vollständig bestimmt sein. Dew- 
gemäss müssen also diese Grössen r, r^, d und q, 
g^, f sich ausdrücken lassen als bestimmte Functionen von B, B^, E, 
Um solches zu erreichen bezeichnen wir die oj-Coordinaten von c und 
Cq für den Augenblick mit x und Xq, imd erhalten dann z. 6. 


(- 00)-^' 


(2to) 


E = x 


x^ 


09 


ferner: 


X 


= a ^; und x, = -a [-t|, [vgl. (fi.) p. 103], 


WO 2a = {ÄÄ') ist. Somit folgt: 


(f.) 


I + 9J 


E = a r-^-^t + » - — 
1 - 2' ' 1 — 


.2 


Gleichzeitig ergeben sich die Formeln: 


(g-) 


a 


R 


H 


und a = Rr 


22o 


[vgl. (k.) p. 138. 


'*) Ea mag bemerkt sein, dass hier absichtlich q^ = c*** gesetzt ist, wahrend 

bei der frühereo Aufgabe eine andere Bezeichnmigs weise gewählt, nämlich fl^ ■— « ' 
gesetzt wurde [vgl. (45.) p. 182]. 
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Substituirt man diese beiden Werthe von a in (f.), den einen in erster, 
den andern in jsweiier Stelle, so folgt: 


(25. a) 


E 




Ueberdiess erhält man aus den beiden Formeln (g.) durch Subtraction: 


2 


(25. b) 


2g 2go 


Durch diese beiden Gleichungen (25. a, b) bestimmen sich aber in der 
That q und Qq als Functionen von B, Bq, JE. Und hierdurch sind als- 
dann schon mitbestimmt der Werthvon f'^^ÜQ} sowie auch die Werthe 
von tf iTq, ä, 

Bemerkung. — Die Formeln (25. a^ b) besitzen grosse Aehnlich- 
keit mit den früheren Formeln (48. a^ b) p. 183. In der That bemerkt 
maU; dass durch Yertauschung von 


B, Qq mit — By 


Qo 


die einen in die andern übergehen. Dementsprechend sind die dortigen 
Betrachtungen («.), (/J.), . . . (d;) sofort auf den gegenwärtigen Fall 
übertragbar. Und zwar wird man^ an Stelle der damaligen Formeln 
(f.), (5.), (ly.), (-ö*.) p. 184, im gegenwärtigen Fall folgende erhalten: 

1 l + 9o 


(*.) 


(g.) 


M 

m 


dlog q 
dE 

d log gp 
dE 

dlogf 
dE 


1 i+a« 


El— q*' 
1 2(1 - 3*3?) 


2(1 - /•«) 


,i 


i' (1 - ä«) (1 - a«) ^ (1 - a«) (1 _ a2)' 

{& + R* - i^\ 


f,A 


EB 


EB. 




0, 


0. 


Die Grössen j, q^ sind positive ächte Brüche, wie in (24.) constatirt ist. 
Demgemäss wird q die kleinere der beiden Wurzeln der Gleichung (iy.), 
und ebenso q^ die kleinere der beiden Wurzeln der Gleichung (-9'.) sein. 
* Geometrische Bedeutung der Grössen q und qQ. — Giebt man den 
beiden Gleichungen (iy.) und (-ö*.) zur Abkürzung die Gestalt: 


(0 


«' 


2 2 , . ^ 2EB 

S*--g+1^0, wos = ^-p^-^^ 

«2 , 1 n 2^Äo 
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so besitzen die in solcher Weise eingeführten Grössen g und g^ ein- 
fache geometrische Bedeutungen. Beschreibt man nämlich in der 
Figur p. 202 um den Anfangspunct o des dipolaren System«! eine 
durch die Pole A und Ä' gehende Hülfskugelfläche^ deren Radius mit- 
hin = (oÄ) = a ist^ so wird diese Hülfskugelfläche die beiden ge- 
gebenen Kugelflächen (c, B) und (c^, Bq) senkrecht durchschneiden , wie 
sich solches aus unsern früheren Betrachtungen leicht ergiebt (vgl. 
p. 97). Selbstverständlich soll dabei z. B. (c, B) diejenige Eugelfläche 
vorstellen^ deren Centrum c, und deren Hadius B ist. Legt man daher 
von aus eine Tangente (op) an die Eugel (c, B), so erhält man ein 
bei p rechtwinkliges Dreieck (opc), dessen eine Kathete (op) = a ist, 
während seine andere Kathete (pc) =» B ist. Bezeichnet man daher 
den Innenwinkel dieses Dreiecks bei o mit x, so ergiebt sich: 

(A.) J2 = a tg X, und (pc) = ^, 

wo X bezeichnet werden kann als der sphärische Baditis des von o aus 
an die Kugel (c, i?) gelegten Tangentenkegels. In gleicher Weise erhält 
man andererseits: 

W iJo = a tg Xo und (oc^) = j^, 

wo alsdann Xq den sphärischen Baditis des von o aus an die Kugel 
(Cq, Bq) gelegten Tangentenkegels vorstellt. Die Summe {pc) + (pc^ ist 
offenbar gleich der Centraldistanz der beiden gegebenen Kugeln, also 
= E, Demgemäss ergiebt sich aus (A.) und (ft.): 

/ X -r^ a , a cos X -I- cos x^ 
(i/.) E = = a ^• 

^ ^ cos X ' cos Xo cos X 008 Xq 

Substituirt man jetzt in der Formel (t.): 
W S = 


für i?, i?Q, E die Werfche (A.), (ft.), (v.), so erhält man zuvörderst: 

(cos X cos Xq)* ' 

E^ -\- B^ — B^ = a^ (^^» * + cos Xq)» 4- (cos" Xq — cos * x) 

' (cos X cos Xfl)* ' 

, . o 2 cos Xrt (cos X + cos Xrt) 

d. 1. = a* ^^-^ - - ,, - °-, 

(cos X cos Xq)' ' 


und folglich: 

(5'.) S = sin X, 
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wo X offenbar zwischen Cfi und 90^ liegt. Nun ergiebt sich femer 
durch Auflosung der quadratischen Gleichung (t.): 


dass hier im Zähler das Zeichen — zu nehmen ist^ unterliegt keinem 
Zweifel, falls man nur beachtet^ dass q ein positiver ächter Bruch sein 
soll, und dass g den in ($'.) genannten Werth besitzt. Substituirt 
man diesen Werth von g in die Formel (jc.), so folgt: 

/ N 1 — COS % , X 

((»•) 3 snj — tg-g- 

Analoge Formeln ergeben sich für g^ und Qq. Beachtet man da- 
her, dass der Punct o definirt werden kann als derjenige Punct der 
Centrallinie (cCq) = E, von welchem aus die Tangenten an beide Kugeln 
(c, R) und (Cq, Rq) gleich lang sind, so lautet das gefundene Resultat 
f olgendermassen : 

Versteht man unter o denjenigen Punct der Centrallinie der beiden 
gegebenen Kugeln, von welchem aus die Tangenten an beide Kugeln gleich 
lang sind, und versteht man femer unter x und Xq die sphärischen Radien 
der von o aus aai jene Kugeln gelegten Tangentenkegel, so Iwben die 
Grössen q, q^ utid die in (t.), (x.) eingeführten Grössen g, g^ folgende 
Bedeutungen: 

q = tg ~, g = sin X, 

& = tg 's > So = sin Xo> 

Diese Formeln geben für jedwede relative Lage der beiden Kugeln sofort 
eine anschauliche Vorstellung über die Werthe von q, q^ und g, g^, 

Reihenentwicklungen. — Will man, wenn R, Rq, E gegeben sind, 
die Werthe von g, q und g^, q^ berechnen, so kann man dabei von 
folgenden Reihenentwicklungen Gebrauch machen: 

(*.) ff -= T [s + T s'+ jtI s' + i-rffs «' + irlflri^ «* + -]. 

von denen die eine aus (|.), die andere aus (ir.) sich unmittelbar er- 
giebt. Endlich erhält man aus den Formeln (9).), (^.) durch Yer- 
taaschung von R, g, q mit R^, g^, q^ die analogen Reihenentwicklungen 
fOr g^ und q^. 
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Beiläufige Aufgabe. — Ein Blick auf die Formeln (ö.) zeigt, dass 
g, ^0, mithin auch f^^^qq^ zu Eins werden, sobald die beiden Kugeln 
einander berühren^ dass mithin für den Augenblick der Berührung 

(a.) (1 -««):(! -g?):(l-/^ = 0:0:0 

wird. Es sollen die wahren Werthe dieser Verhältnisse untersucht 
werden. 

Diyidirt man die beiden Formeln (g.) p. 202 durch einander^ so 
erhält man, und zwar für einen beliebigen Werth der Gentraldistanz E: 

^°-^ 1-4' 4 -Bo' 

und diese Formel wird also z. B. auch in Kraft bleiben für den Special- 

fall E = R -{- Rq, d. i. für den Fall der Berührung. — Femer ist 

identisch: 

also mit Rücksicht auf (b.): 

fo\ l^f ^^ + 9l 1 + q^ q, R 

^^'^ 1 - a« 2 "T" 2 2 Äo ' 

(d.) mithin =1 + 1 = ^ . 

für den Fall der BerüJirung] denn im Augenblick der Berührung werden 
ja q und g^ zu Eins. Wir gelangen somit, mittelst (b.) und (d.), zu 
dem Resultat, dass im Augenblick der Berührung 

(e.) (l-q*) :{!- ql) :{! - f^) = R,: R:iR + B,) 

wird; womit die gestellte. Aufgabe gelöst ist. 

Gleichzeitig erkennt man nun aus (f.), (g.) p. 203, dass die Diffe- 
rentialquotienten 

(f\ ^ ^^0 _^ 

^^'^ dE' dE' dE 

im Augenblick der Berührung unendlich gross werden, während trotz- 
dem die Verhältnisse dieser Quotienten zu einander bestimmte endliche 
Werthe behalten. In der That ergiebt sich aus jenen 'Formeln (f.), (£.), 
mit Rücksicht auf den soeben erhaltenen Satz (e.), dass im Augenblick 
der Berührung 

wird. Von dieser letzten Formel wird weiterhin Gebrauch zu machen sein. 
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§4. 
Bereohnting des GesohwindigkeitspotentialB. ^ 

Das Geschwiüdigkeitspotentdal besitzt den Werth 
(26.) <i>_Yg + V,^, [ygl. (3.) p. 195], 

WO z. B. ¥ den Bedingungen zu entsprechen hat: 

dV dV dV 
V, ^ ~> ä"~> ^ 5fe%, und AV = 0, im Räume 81; 


(27.) 


^ = C08(N, x), auf der Fläche ö oder (r); 
^TT = 0, auf der Fläche Öq oder (r^); 
^— SS 0, auf der Fläche ö^. 


Was diese vier Bedingungen (27.) betrifft^ so wird offenbar der ersten 
lind ebenso auch der vierten Genüge geleistet werden^ wenn man ftir 
Y irgend eine Potentialfunction des Baumes Sft nimmt [vgl. (A.), (B.), 
(C), p. 165]. Demgemäss handelt es sich also darum^ eine Function 
¥ zu finden^ welche eine Potentialfunction des Raumes fSt ist^ und welche 
überdiess den beiden Bedingungen entspricht: 

(28. a) wa'^ ^^^ ^^' ^)^ *^^ ^®^ Fläche 6 oder (r); 

(28. b) m^^' ^^ ^®'' Fläche 0^ oder (tq). 

Eine diesen Anforderungen entsprechende Function ¥ kann aber 
sofort aufgestellt werden mittelst des früher gefundenen Theorems 
(p. 175). Da bei der gegenwärtigen Sachlage tro<0<r ist [vgl. (23.)], 

mithin -- < 1 (nämlich von negativem Werthe) ist, so hat man, um^ 

nach Vorschrift jenes Theorems zu verfahren, zunächst auf der oc-Axe 
in ^unendlicher Feme einen Punct 1 zu markiren, und sodann das 
System der zu 1 gehörigen Spiegelpuncte 2, 3, 4, 5, ... . zu con- 
struiren, gemäss dem Schema 

(29.) 1 — (r) - 2 — (to) — 3 - (r) — 4 - (O — 5 — etc etc. 

Solches ausgeführt, wird alsdann die gesuchte Function ¥, zufolge 
jenes Theorems, den Werth haben: , 
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Genauer würde die Function V mit ^(x, y, z) zu bezeichnen sein, wo 

(rc, y, je?) einen beliebigen Punct des Raumes 91 repräsentirt Und die 

in (30.) enthaltenen Grossen T^, Tg, T^ Tg, ... repräsentiren alsdann 

die reciprocen Entfernungen dieses yariablen Punctes (rr, y, 0) von den 

festen Puncten 2, 3, 4, 5, ... . 

Bemerkung. — Behufs der weiteren Betrachtungen erscheint es noth- 
wendig, Alles, was in Betreff der geometrischen Lage und analytischen 
Bestimmung der festen Puncte 1, 2, 3, 4, 6, . . . bekannt ist, hier su- 
sammenzustellen. Auf Grund des Zusatzes (p. 176) wissen wir, dass 
sämnUliche Puncte 2, 3, 4, 5, . . . auf der x-Axe^ u/nd ausserhalb des 
Raumes 9t, mühin theüs innerhalb der Kugel (t), theils innerhalb der 
Eu^el (tq) gelegen sind. Da ferner 1 auf der x-Axe im Unendlichen liegt, 
mithin ooi »> ^^ =3 Q ist^ so ergeben sich aus jenem Zusatz die Formeln: 

(a.) ©2 = «s = O4 = GJ5 = . • . . *= NfMy 

femer die Formeln: 


iß) 


^2 = 2tr, 

^4 = 2r + 2*, 

^g = 2r + 4d, 

«•g = 2r + 6*, 

etc. etc. 


*, — 2*, 

», 4*, 

d'^ = — 6d, 

-©•g = — 8*, 

etc. etc.. 


('2 t) 


-2i 


wo ^ s» T — Tq ist. Desgleichen ergiebt sich aus jenem Zusatz die Formel: 

(y.) . • • • -^7 < -^5 < ^3 < 1^0 < '«^ < -^2 < -^4 < -^ß • ■ • • 

In der That ist in dieser letzten Formel im x 

gegenwärtigen Fall durchweg das Zeichen •< | 

am Platze; denn zwischen den in (y.) auftreten- 
den Grossen t^ und t findet nach (23.) die Be- 
ziehung statt: Tq < T. — Aus dieser Formel (y.) 
ersieht man sofort, dass die Puncte 2j, d. i. 
2,4,6,... innerhalb der Kugel (x), anderer- 
seits aber die Puncte 2j + 1, d. i. 3, 6, 7, . . . 
innerhalb der Kugel (xq) liegen. 

Uebrigens kann man die Lage dieser Puncte (ao) 

innerhalb der beiden Kugeln leicht noch ge- 
nauer angeben. Da nämlich t und 9 positiv 
sind (23.), so folgt aus den Formeln ((J.): .. 

(f.) 2r = -^8 < -^^ < a-e <••••< 00. 

Nun ist aber 2 t die <9'-Coordinate des Centrums 
c der Kugel (r), und 00 die ^-Coordinate des 
Poles A. Somit folgt aus den Formeln (c), 
unter Rücksichtnahme auf (a.), dass sämmÜiche 

Funde 2j, d. i. 2, 4, 6, 8^ zwischen c und 

A liegen; wie solches auch angedeutet ist in der (2to)— ^ 

beistehenden Figur* 


(-OD) 


Vi 


Ä 


2i+l 


t>a8 Geschwindigkeitspotential. ^09 

Femer ißt nach (p.)i weil d positiv ist: ^, < ö-ß < ^g = — 2J. 
Dieses — 2d ist aber, nach (23.), = — 2r -f* ^Tq, also weil t positiv 
ist, •< 2to, sodass man also schreiben kann: 

(t.) ♦ oo < . . . . < a-, < -^5 < Ö'j = — 2* < 2ro. 

• 

Das — (X> ist aber die 'O'-Coordinate des Poles A'; während andererseits 
das 2tQ die ^-Coordinate des Centrnms c^ der Engel (xq) repräsentirt. 
Somit folgt aus (£.), unter Rücksichtnahme auf (a.), dass alle Pimcte 
2j -f- 1) d. i, 3, 6, 7, 9, . . . zwischen Ä und c^ liegen; wie solches 
atich angedeutet sich findet in der vorstehenden Figur, 

Wir haben hier yon den beiden im Geschwindigkeitspotential <t> 
(26.) enthaltenen Functionen ¥ und ¥o nur die erstere in Betracht ge- 
zogen. Für die letzte ; nämlich für Yq^ gilt offenbar Analoges. Doch 
wird ein näheres Eingehen hierauf für unsere Zwecke nicht erforder- 
lich sein. 

§5. 

Berechnung der lebendigen Kraft der Flüscdgkeit. 

Die lebendige Erafi; T der Flüssigkeit besitzt den Werth: 
(31.) T = Zs'* + 2 H j' j'o + Zo j;*, [vgl (7.) p. 196] , 

wo z. B. Z und H dargestellt sind durch die Formeln: 

(32.) Z = — 4 rr V cos (B, x) d<f, 

^ [vgl. (8.) p. 197]. 

(33.) H -= - -f- // V cos (i?o, x) de^. 

f 

Auch wissen wir bereits, dass diese Coefficienten Z, Z^y H lediglich 
abhängen können von der Centraldistanz E der beiden £ugeln. Es 
handelt sich nun hier um die wirkliche Bestimmung dieser Coefficienten. 

2a 

Da allgemein | = —=^ ist [vgl. (25.) p. 105], so kann die Formel (30.) 
auch so geschrieben werden: 

(34.) v = 2a*(-L — -4- — + -— -+----V 

Substitairt man aber dieses T in (32.), so erhalt man: 

(35.) Z pa«C-^^- ^^ + 4.^*-+....V 

wo alsdann die CPs die Bedeutungen haben: 

U„ ^SjTt, cos (ll,x) da, 

Ui)+i = fj Tij+, cos {B, x) d«. 

Nenmann, Hydrodynamisohe Untersachungen. 14 
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Diese Formeln (35.), (36.) sind vollständig identisch mit den früheren 
Formeln (30.), (31.) p. 179, nur mit dem Unterschiede, dass das dor- 
tige Q hier = 1 ist. Demgemäss erhält man für das Z, analog der 
damaligen Formel (38.) p. 181, folgenden Werth: 


(37.) Z^'^B^ 


1 + 


'^'-"^'Mi-^^y] 


wo das f =^ qq^ ist [vgl. (24.)]. — Nun muss aber, wie ein Blick auf 
die Formel (31.) zeigt, der Coefficient Z zu dea Kugeln (r), (r^) in 
derselben Beziehung stehen, in welcher Zq umgekehrt zu (tr^), (r) steht. 
Demgemäss wird man also dieses Zq aus dem Werthe (37.) einfach 
dadurch erhalten können, dass man 

^. 9[y f=^Qo respective mit Bq, q^, f^q^q 
vertauscht*). Man erhält somit: 

(38.) Z, = «^^ i?B { 1 + 3(1 - «^)»5 {j^)\ 

Was femer H betriff!^ so ergiebt sich aus (33.) durch Substitution 
des Werthes (34.): 

(39.) H = -9a^— ^--=-,-^ + ^^^+-...), 

WO alsdann die F's die Bedeutungen haben: 

F2, = // T2J cos (BQ,^)döQ, 
(4Ü.) 

^2y+l = ff ^2^+1 CÖS (üo, X)dÖQ, 

Bringt man auf diese beiden Integrale (40.) die Hülfssätze (a.), (/J.), 
(y.) p. 133 in Anwendung, und beachtet man dabei die in der Figur 
p. 208 markirte Lage der Puncte 2j und 2 J + 1, so erhält man sofort: 

Yv = -3- \f^ r^ cos (r^, r») = -^ ^t. 


(41.) 


F2,4.i=^r2j+iCOs(r2^+i,ir) =-^r2^^.i; 


denn jene Integrationen (40.) erstrecken sich über die Eugelfläche <J^ 
oder (r^). Demgemäss sind unter r%j und r2,-fi die vom Centrum Cp 
(nicht c) nach den Püncten 2j und 2^' + 1 laufenden Linien zu ver- 


'*) Dass nämlich der Parameter ^ für die Kogel (t) genau dieselbe Bedentang 
hat, welche q^ für die Engel (tq) hat, unterliegt keinem Zweifel. Man kann solches 
erkennen entweder direct ans den Formeln (24.), oder (vielleicht noch bequemer) 
aus den Formeln (<j.) p. 205. 
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stehen; sodass also die Winkel (r^j, x) und (r2;-|-i, x) sämmtlich = 
sind. Aus (41.) folgt weiter: 

(42) ^^'' ^^'' " ^ ]/^ vJ ^^«/ 

Nach der Figur p. 208 ist aber: r^^ — rr«^ — Xc^ und rj^i — rcg^i — Xc^y 
mithin z. B.: 

dfy^ ^ ^^y 2a 


dro,^t dx^,^, 2 a 




Somit folgt aus (42.): 


1 ^^ij . Una / 1 22o\3 


(43.) >^ '"'^ 


= + 




^ V» 


Nach (/J.) p. 208 ist: «•,^— 2r+(2>— 2)d, und «•,^,——2;*, mithin : 

^»H-i = {ei' - e-if, [vgl. p. 103, («.)]. 

Nimmt man von diesen Ausdrücken die positiven Quadratwurzeln, und 
beachtet man, dass x, 8, j positiv sind [vgl. (23.)], so ergiebt sich: 

Y^ =, e*-l-ü-i)<» _ ^«-ü-i)<» «. e*-H/-i)<'(l _ ^»*-(V-«)»)j 

Yii^i = e^» — c-.*' — «^'(1 — r-v»), 

oder mit Rücksicht auf die in (24.) eingeführten Bezeichnungen: 

■ / 1 — /•*" 

ytij+i -= — p — 

Bringt man femer die allgemeine Formel: 

in Anwendung auf die Entfernung r^, d. i. auf die Entfernung (c^, 2^*), 
und beachtet man dabei, dass dco ™ 2^^ und dsy «= 2r + (2j — 2)ö 

14* 


1 — g*/"*^'-* 
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ist, und dass überdiess die Grossen r, 8 und (2j — 2) stets positiv 
sind, Tq hingegen negativ ist, so erhält man: 

oder mit Rücksicht darauf, dass t — Tg = d ist: 

oder mit Benutzung der in (24.) eingeftlhrten Bezeichnungen: 

Beachtet man nun die bereits früher notirten Formeln: 


B = 


2aq 




[vgl. (g.) P. 202], 


(d.) 


1 — g" 
80 erhält man sofort: 

< _ ?. ( 1 - gV-^-*) 

Substituirt man jetzt die Werthe (a.) und (d.) in (43.), und beachtet 
dabei, dass qq^ = /' ist, so folgt: 

Substituirt man schliesslich diese Werthe (44.) in die Formel (39.), 
so erhält man: 

Kr:^) + Kr^V) + Krfr)' + • • • 
.+ (r--r)+ (i 'V)+ (ri^»)'+- 

WO die Glieder erster Zeile den Puncten 2^', und die der zu>€iten Zeile 
den Puncten 2j + 1 entsprechen. Diese Formel (45.) reducirt sich 
aber sofort auf: 

(46.) H = - «p(2a)» ^ (-^-^y- 

Nun ist nach (g.) p. 202: 


(45.) H = — Qd 


2 




7 


2a 


B{1 - q') 


2a = 


M^-^l) 


9o 


mithin auch: 2a = 


Kie: B;V7r-j«) (i-gg). 
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sodass man also die Formel (46.) auch so schreiben kann: 

(47.) H - - ., (öslSIE?) J 5 (^)'- 

Die beiden Kugeln und die Natur der betrachteten incompressiblen 
Flüssigkeit sind als gegeben, mithin die Radien B, JIq, sowie auch die 
Dichtigkeit q der incompressiblen Flüssigkeit als absolut unveränder- 
liche Gonstanten anzusehen. Alsdann aber sind die Grössen q, q^ und 
f =** 9Qo lediglich Functionen des Central- Abstandes E der beiden 
Kugeln [vgl. (25. a, b)]. Gleiches gilt daher, nach (37.), (38.) und (47.), 
auch von Z, Zq und H. Also der Satz: Die in dem Ausdruck der 
lebendigen Kraft der Flüssigkeit: 

(48.) r = Z j'» + 2 H E' E'o + 2o ji*, [vgl. (31.)] , 

enthaltenen Coefficienten Z, Zq und H hängen lediglich ab von der augenblick- 
lichen Centreddistanz E der beiden Kugeln, Uebrigens ist dies derselbe Satz, 
zu welchem wir schon früher [in (18.)] auf anderem Wege gelangt waren. 

§6. 

Forteetsiing. Soll deif für die lebendige Kraft der Flüssigkeit 
erhaltene Werth der richtige sein, so mtiss sich zeigen lassen, dass 

derselbe stets positiv ist. 

Mit andern Worten: Sollen die für Z, Zq, H gefundenen Werthe 
die richtigen sein, so muss sich zeigen lassen, dass der mit diesem 
Werthe von Z, Zq, H behaftete Ausdruck (48.) stets positiv ist. Um 
diesen Nachweis zu führen, stellen wir jene Werthe von Z, Z^, H von 
Neuem hin, indem wir dabei zur Abkürzung setzen: 

wo unter den Quadratwurzeln (wie überhaupt an aUen Stellen des vor- 
liegenden Werkes) die positiven Werthe derselben verstanden sein sollen. 
Wir erhalten alsdann 

1 + ^ J" ( i-_-^9%) } . [°a«l' (37.)], 

(51.) 2o = 4 { 1 + ^^ (r::^)'), [°''«1^ (38.)], 

(52.) H = - AA,BB, (^^)'2' (7—2,)', 1°«'^ (47.)]- 
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Den Ausdruck für H (52.) kann man übrigens ^ indem man das (dem 
j = 1 entsprechende) erste Glied der Summe von den übrigen Gliedern 
absondert, auch so schreiben: 


f^+..M'2i,^n 


(52. a) H = J.-4q . ^^ _ ^y , —— ovr # / ^ \j __ /-«M-«, 

Zur Erreichung unseres eigentlichen Zieles bedarf es nun einer 
gewissen Transformation dieser Ausdrücke für Z, Zq, H, und zwar 
einer Transformation, welche sich von selber darbietet auf Grund 
unserer früheren Betrachtungen. Durch gegenseitige Vergleichung der 
beiden auf p. 181 notirten Formeln (40.) und (44.) ergiebt sich näm- 
lich sofort; dass für beliebige Werthe der positiven ächten Brüche q 
und f stets die identische Gleichung stattfindet: 


eine Gleichung, die z. B. für g «» /* die Gestalt annimmt: 

Mittelst dieser Transformationsformeln (x.) und (A.) gehen die Aus- 
drücke (50.), (51.) und. (52. a) über in: 

(53.) z-^.{i+i>.(|)'g -'v" ."_»;::, ' 


(54.) Z^^Ao^l + Boy-) ^^ a'— i_^«»+.ij, 

,--, u | BJ.(l//')'' / 1 \s "^ n(n + 1) (m"'+^ ) 

(55.) H = — AAo I (t - /•«)» + -ö -Oo ^^y^j jj2!^ 2 1 _ /*"+i f * 

Substituirt man aber diese Werthe tou Z, Zg, H in die Formel (48.): 

(56.) r=zj'» + Zos;» + 2Hj's;, 

SO erhält man für dieses T einen Ausdruck von der Form: 


(57.) T^To+2jn, 

dessen einzelne Glieder Tg und Tn(n «= 1, 2, 3, . . .) sich so darstellen: 

(58.) To = y* + vi - 2yyo ^^, 


(59.) T, L^_^-^jy2?__ + j^^J^_2yy/^,j. 
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Dabei sind die Buchstaben y und j/q zur augenblicklichen Abkürzung 
eingeführt. Und zwar ist in (58.): y = -4e'- und ^o = -^Jo5 anderer- 
seits in (59.): y = ÄB^ und y^ = A^Bq^q. 

Es lässt sich nun leicht zeigen ^ dass die Glieder Tn, einzeln ge- 
nommen ^ stets positiv sind, falls man nur beachtet, dass q, q^ und 
f=qqo positive ächte Brüche vorstellen. In der That wird ein Aus- 
druck von der Form 

(«•) Y=y'L-\-ylLo-2yy,M, 

ganz allgemein für beliebige Werthsysteme von y, y^ positiv sein, falls 
nur die L, Lq, M den beiden Bedingungen entsprechen: 

i = po8. 

^'^ LLq — Jf* = pos. 

Denn aus (a.) folgt: 

L r = y»£« + i/lLL, - 2yy,LM, 
d.i. LY={ifL-y,My + {LL,-]^)y'^^ q. e. d. 

Der in (59.) in dfer geschweiften Klampier stehende Ausdruck entspricht 
aber diesen Bedingungen (/3.). Denn es ist für denselben z. B.: 

und hieraus folgt, weil / ein positiver ächter Bruch ist: 

LLq — M^ = pos. 

Somit ist nachgewiesen, dass die T«(n = 1, 2, 3, . . .) stets positiv sind, 
für beliebige Werthe von j' und Jo. 

iBtwas mühsamer ist der entsprechende Nachweis für das Tq. 
Substituirt man für B und B^ ihre eigentlichen Bedeutungen (49.), so 
nimmt der Ausdruck Tq (58.) die Gestalt an: 

^o = y +j^-2yyo-3v ilf, - — ; ; 

sodass also für diesen Ausdruck T^ das (LL^ — M*) so lautet: 


,-.,■, :-, (C-f_c-'S/y ^ 


diese letztere Formel kann aber, falls man für f seine eigentliche Be- 
deutung: f=qqo einsetzt, auch so geschrieben werden: 

/ \ rr itr2 1 oi3 . (^ -«') (^ ^ ^o)^«o .. 
(y.) LLq — Jf* «a 1 — 9^^, wo ^ = — ^^sf ist 


(l-«*32 
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Ohne erhebliche Schwierigkeiten lässt sich zeigen [rgl. den Nachtrag], 
dass diese Grosse ^ stets zwischen und \ liegi- Hieraus folgt als- 
dann sofort, dass die Grösse LLq — M^ stets zwischen und 1 — 9(i)' 
bleibt, mithin stets positiv ist 

Somit ist nachgewiesen, dass der Ausdruck Tq den Bedingungen (/).) 
entspricht, aiso stets positiv bleibt. Gleiches aber wurde vorhin schon für 
die T„(w = 1, 2, 3, . . .) constatirt Und Gleiches gilt demgemäss auch 
von der Summe alV dieser T^ und Tn, d. t. von T selber (57.). — 
Q. e. d, 

Nachtrag. — Dass der in (y.) aufgeführte Aosdrack tp stets zwischen 
und { bleibt, kann, yielleicht am Bequemsten, folgendermassen gezeigt 
werden. — Setzt man qq^^ » /*, und führt man in solcher Weise an Stelle 
von 9o das f ein , so lautet jener Ausdruck 'tjj folgendermassen : 

Hieraus folgt sofort: 

Der hier in den eckigen Klammem stehende Ausdruck ist von der Form 
X +^""^1 mithin stets > 2. Somit folgt: 

oder, was dasselbe ist: 

(1.) i> < 


irr+^J 


und hieraus endlich folgte weil ein Ausdruck von der Form x -{- x ^ 
stets > 2 ist: 

Dass andererseits aber fff auch stets ^0 ist, folgt direct aus dem ur- 
sprünglichen in (y.) für fff angegebenen Werthe, falls man nur beachtet, , 
dass q und q^ positive ächte Brüche vorstellen. Q, e. d. 


§ 7. 

Die Veränderung der lebendigen Kraft der Flüssigkeit bei 
entgegengesetEten Bewegongsrichtungen der Kugeln. 

Die Goefficienten Z, Zq und ( — H) im Ausdruck der lebendigen 
Kraft der Flüssigkeit sind, wie bereits mehrfach bemerkt ist, lediglich 
Functionen der Centraldistanz E der beiden Kugeln [vgl. z. B. den 
Satz in (48.)]. Ich werde gegenwärtig zeigen, dass diese Functionen 
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selber 9 nämlich Z, Zq und (— H) stets positiv , und dass andererseits 
ihre Ableitungen nach E stets negativ sind. Ich spreche dabei absicht- 
lich von den Functionen Z, Zq und (— H), nicht H; weil in solcher 
Weise die Sätze sich bequemer und gleichmässiger ausdrücken lassen. 
Uebrigens wird beim Beweis dieser Sätze offenbar von den beiden 
Functionen Z und Zq nur eine, z. B. nur Z in Betracht zu ziehen sein. 
Denn aus der Symmetrie der ganzen Sachlage folgt \inmittelbar; dass 
jeder ftLr Z gefundene Satz unmittelbar auch für Z^ gelten muss. 

Die Formel (50.) geht, falls man daselbst für Ay B ihre Werthe 
(49.) substituirt, über in: 

(60.) Z = ^ 2?» (1 + 3,)» + 39» + . . . . + 3y» + . . . .), 
wo alsdann das ^y die Bedeutung hat: 

(61.) y>° i>^gV> ' 

Da die Grossen q^ q^ und f=qqo positive ächte Brüche sind, so folgt 
aus diesen Formeln sofort , dass Z stets positiv ist. Was nun femer 
die Ableitung nach E betrifft, so ergiebt sich aus (61.): 

rßl a^ ^^^g^i _ j(l+gV^O d]ogf - 2q'{ l - f^) dlogj ^. 

^"^- "^^ dE 1 _ ^^fV dE ■*" (i - gV^j) \^ _ ^a'j dE ' ^ 

Substituirt man hier die früher gefundenen Werthe: 

d\ogf ^ _ 1 2(1 -n 

dE ]E;-(i^,«)(t_,2y 

(62 ) dlogq J_ ^+go 

dE E t^t^' 

d log go _ 1 1+3* r^ . ^ onai 

dJB? = ~" :e r=r^»' Lvgl. P. 203], 

80 erhält man 

d log Vj\ 2(1 — nu 


m i- ^) - 


«(•-s')('-Ö(»-!l''*)! 
wo tt die Bedeutung hat: 

u =i(i + jro - (1 + 3;)2» {^'. 

Dieses U kann aber, weil qq^ = f iat, auch so geschrieben werden 

*) Es ist dies genau dieselbe Bechnnng, wie früher. auf p. 186. In der That 
Bind die gegenwärtigen Formeln (61.), (61. a), den Buchstaben nach, identisch mit 
den damaligen Formeln (61.), (61. a). Weiterhin wird nun aber der Gang der 
Rechnungen von dem damaligen divergiren. 
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Dass aber dieser Ausdruck U, wenn (wie hier der Fall) j eine der 
Zahlen 1^ 2, 3, 4, . . .^ und q und f positive ächte Brüche vorstellen, 
stets einen positiven Werth besitzt, ist bereits früher [vgl. (^.) p. 186] 
gezeigt worden. Solches constatirt, folgt aber aus (61.) und (63.), 
dass die 

9V und ( ^e)? ^^^^^ ^^^^ ^^^ \— sS) 

durchweg positiv sind. Dies überträgt sich, mittelst^ der Formel (60.), 

auf Z und ( — ^-^K mithin auch auf die parallel stehenden Grossen Z^ 

und ( — ~^)' Und wir gelangen also zu dem Resultat, dass die Werfhe 
der vier Amdrücke 

(64.) Z, Zo, ««d (^ II), (-g) 

stets posiUv sind. 

Wir gehen über zur Untersuchung von H. Die Formel (52.) 
nimmt, falls man daselbst fiir A, B, -4q, Bq ihre Werthe (49.) ein- 
setzt, die Gestalt an: 

(65.) (- H) = ^ yWW^ . (3^ + 3V^ + .. ■ + 3^ + ....), 

WO alsdann ^^ die Bedeutung hat: 

(66.) ^.^VI^^'^o P 


V~f 1 - f' 

Hieraus folgt durch Differentiation nach E: 

^ ^og % _ d log jf^ df , ^ ^og % dg , ^ log % dq^ 
dE cfdE'^ dq^ TE'^ dqo dE^ 


"V f -^ \ ^ f^jJdE^ \l-q') dE-^ \i_ql) dE^ 


oder was dasselbe ist: 

^ ^og % _ fj{l +f^0 1 \ dlogf q\_ dlogg gp d log q. 


( j{l+r) _ l\ dlogf q'_ 

\ l^f^J 2/ dE 1-3* 


dE ~\ i^f^J 2/ dE 1 — 3* dj& l—flj ^^ 

Substituirt man hier die Werthe (62.), so folgt nach einfachen Re- 
ductionen: 

/ d log ipx (1 - n (g + $ß') 

(67.) V dE J— E{l^q^{t^^^){l^f^^' 

WO 93 und 93' die Bedeutungen haben: 


(67. a) 


«' 


i(l+/^^)-(i+/^)fir^'- 
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Diese Grossen fß und SS' aber sind^ weil j eine der Zahlen 1; 2; 3; . . . vor- 
stellt, und q, qQy sowie auch f= qq^ positive ächte Brüche sind^ stets 
positiv] wie sich folgendermassen zeigen lässt. Man bilde die Producte: 

Do -= (1 - 2*) (1 - «Sr^-*) - 1+ r-' - 3* - {^,/^S 

D, ■=■ (1 - 3'/^ (1 - ^,r^) = 1 + z'-' - 2T - 3;/^-*, 
D* = (1 - 2Y*) (1 - ^,r^) = 1 + /^ - äT - 3?^"^' 

O,^, == (1 - q^r^-') (1 - g«) - 1 + /^^ _ g«/^>-* - (^; 
und addire dieselben. Alsdann ergiebt sich: 

Do + D, + D, • • + D^, -j(l +/^^) - (2* + ql) i^, 

oder was dasselbe ist: 

(67. b.) 0^ + O^ + 0^ . . . + jQ,^_3 = ». 

Nun sind die D's, ihrer Definition nach; stets positiv. Gleiches gilt 
daher nach (67. b) auch von SS. 

Aus der Art und Weise, wie wir zu diesem Resultat gelangt sind, 
erkennen wir übrigens sofort, dass jener in (67. a) aufgeführte Aus- 
druck 93 stets positiv sein wird^ welche Werthe man den darin ent- 
haltenen positiven ächten Brüchen g, g^, f = qqQ auch zuertheilen mag, 
und dass derselbe auch dann noch positiv bleiben wird, wenn man jene 
ächten Brüche q, q^ (einen oder beide) zu Eins werden lässt. Setzt 
man aber beispielsweise 3=1, mithin g^ = /*, so verwandelt sich SS 
in S8' [vgl, (67. a)J. Somit folgt, dass SS', ^enso toie SS, stets positiv ist 
Solches constatirt, ergiebt sich aus (66.), (67.), dass die 

(67, c) tl;j und ( dE~^)' ™^^^° ^^^^ ^^® ( — Je) 

stets positiv sind. Und hieraus folgt weiter, mit Rücksicht auf (65.), dass 

(68.) (-H) und (+|y) 

Aenfälls stets positiv sind. Schliesslich gelangen wir durch Zusammen- 
fassung der Sätze (64.) und (68.) zu folgendem Resultat: 

Die ith dem Ausdruck der lebendigen Kraft der Flüssigkeit ent- 
haltenen Coefficienten Z, Zq und H sind Functionen der Centrcddista/nz E 
der leiden Kugeln. Und mjoar sind diese Functionen von solcher Be- 
schaffenheit, dass die Werthe von 


(69-) Z, Zo, (-H), 


dH 
dE 


stets positiv sind. 
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Aus diesem Satze ergeben sich bemerkenswerthe Folgeningen. 
Wir wollen annehmen, die Kugel 6 werde mit der constanten Ge- 
schwindigkeit G in der Richtung der x-Axe, und die andere Kugel 6q 
mit der ebenfalls comtanteti Geschwindigkeit G^ in der entgegengesetzten 
Richtung fortgeführt, sodass also 5' =^ + (? und Jo = — G^ ist Als- 
dann ergiebt sich für die lebendige Kraft T der Flüssigkeit der Werth: 
(70.) T=ZG^-\- Z^Gl — 2HGGo; [vgl. (48.) p. 213]. 

Bei dieser Bewegung der beiden Kugeln ist aber ihr Gentral-Abstand 
E in beständigem Wachsen begriffen. Somit folgt aus (69.), dass der 
Werth von T bei der genannten Bewegung fortwährend abnimmt — 
Und umgekehrt wird die lebendige Kraft der Flüssigkeit fortdauernd 
wachsen, falls man die beiden Kugeln mit constanten Geschwindigkeiten 
gegen einander zueilen lässt; sodass das Maximum der lebendigen Kraß 
in dem Augenblick eintritt, wo die beiden Kugeln zur Berührung gelangen; 
während andererseits die lebendige Kraft der Flüssigkeit ihren Minimal- 
werth in dem Augenblick haben tvird, wo die beiden Kugeln unendlidi 
weit von einander entfernt sind. Dieser Minimalwerth ist, wie sich aus 
den spätem Formeln (13.) p. 236 ergiebt: 

was übrigens auch leicht abgeleitet werden kann aus der früher ge- 
fundenen Formel (21.) p. 82- 

Die hier soeben aufgestellten Sätze beziehen sich immer nur auf 
den Fall, dass die absoluten Bewegungen der beiden Kugeln einander 
entgegengesetzte Richtungen haben. Wie sich die Dinge gestalten, wenn 
die absoluten Bewegungen von gleicher Richtung sind, soll im folgen- 
den § untersucht werden. 

§ 8. 

Die Veränderung der lebendigen EJraft der Flüssigkeit 

bei übereinstimmenden Bewegangsrichtungen der beiden Kugeln*). 

Nach (69.) sind ^ und -^ negativ, hingegen j^ positiv. Ver- 
steht man also unter c? und (^ zwei willkürlich gegebene positive, uml von 
verschiedene Constanten, -so sind die Vorzeichen der beiden Ausdrücke: 

(71.) Q = 5l + «*?5 ^^^ Öo = g + «^„S 


*) Der Leser wird vielleicht gat thun, die etwas mühsamen Rechnongen dieses 
§ zuvörderst za überschlagen^ und auf dieselben erst dann einzugehen, wenn solches 
durch die weiter folgenden Betrachtungen geboten ist. 
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nicht ohne Weiteres angebbar, vielmehr negativ oder positiv^ je nach- 
dem in diesen Ausdrücken die ersten oder die zweiten Glieder über- 
wiegen sollten. Ich werde nun zeigen^ dass eine Prävalenz der zweiten 
Glieder, mithin ein Posüivwerden von Q, Qq stets eintreten muss, falls 
man die beiden Kugeln hinreichend von einander entfernt Dabei können 
die positiven Constanten c? und c^. wie schon gesagt^ ad libitum ge- 
geben gedacht werden; nur wird vorausgesetzt, dass sie von Null ver- 
schieden sind. 

Nach (60.) und (65.) ist: 

• H ^"^ (YrR^' [0- 3tl - Stl"" - ^tj ], 

mithin: 

oder, falls man unter dem Sommenzeichen für R und R^ die bekannten 
Werthe ^^ und -?^ [ygl. (g.) p. 202] substituirt: 


Q = 3«p(V'2aE)'-^ 


ivrh''^^ 


'<iiog<., y _^i^ ^^ viii^j-. 


Schreibt man hiefür zur Abkürzung: 

(72.) Q = Stcq (y2äRy - ^ (Oj, 

so kann man das coj folgendermasseu darstellen: 

Nun ist nach (61.), (63.) ferner (66.), (67.): 

,,« J' i-aV*' dE ^(i_a*)(i_gj)(i_3V>r 

Vi^i^-fö~~' ^^ xr-?)(i-j*)(i'-?^)' 

mithin: 
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wodurch der in (73.) in den eckigen Klammern enthaltene Aasdruck 
die Gestalt erhält: 

L J 0*^ Vl-gVV » + «'' 

Substituirt man dies in (73.), und setzt man dabei zur augenblicklichen 
Abkürzung: 

(^^•^ 2 = 737^ "°^ ® = »Tsr' 

und beachtet man gleichzeitige dass der in (73.) vor der eckigen Klammer 
stehende Factor, nach (67. c), stets positiv ist, so erhält man: 

(75.) cy = (Pos. F.) [1 - i 3»x*2b], 

WO unter dem (Pos. P.) jener positive Factor verstanden werden soll. 
Zur weiteren Untersuchung des Ausdrucks coj (75.) ist nun zu- 
vorderst ein näheres Eingehen auf die Werthe von % und äS erforder- 
lich. Nach (74.) ist: 

also mit Rücksicht auf (73. a): 

(ß.) X - 1 - P<Pj- 

Bei wachsender Centraldistanz E sind q, Qq und /j wie aus (62.) 
folgt, in fortwährender Verkleinerung begriffen. Und Gleiches gilt nach 
(73. a) auch von ipj. Somit zeigt die Formel (ß.), dass die Grösse % 
bei wcuihsendem E in fortwährendem Wachsen begriffen ist. Und es wird 
also dieses % ^^^ zwischen denjenigen beiden Special werthen sich be- 
finden, welche dasselbe einerseits bei der Berührung der beiden Kugeln, 
andererseits bei unendlicher Entfernung derselben von einander an- 
nimmt. Für den Fall der Berührung sind g, q^, f alle «== 1, also nach 

(74.): X "^ ~Ä~- ^ Wirklichkeit findet ifian aus (74*) nach bekannter 
Regel: 


also weil bei der Berührung q und f zu Eins werden, während gleich- 
zeitig das Verhältniss ^ : jL den früher [in (g.) p. 206] notirten 
Werth üj, : ( JB + Mq) annimmt: 
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(r.) 


_ j{B + B,) 


(Werth bei der Berührung). 


Lasst man andererseits die beiden Kugeln sich ins Unendliche von 
einander entfernen, so werden q, q^ und f zu Null, also nach (74.): 

(*.) ^ = 15 (Werth bei unendlicher Entfernung). 

Da nun % stets zwischen diesen in (y.) und (8.) angegebenen Special- 
werthen bleibt, so ergiebt sich also für jeden beliebigen Werth von % 
die Formel: 


(0 


J^±:^^ < , < 1. 


j{B + E,) + E, 

Das j ist seiner Definition nach [vgl. (72.)] eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . 
Die linke Seite der Formel (e.) wird daher noch weiter verkleinert 
werden, wenn man ihren Nenner um jR -\- (j — l)Uo vermehrt. So- 
mit folgt also a fortiori: 

Was ferner SB betrifft, so ist nach (74.) 


w 


_2^ 


- + IT1 


U 


u 


und weiter nach p. 186 und 219: 

U = ^0 + *« + *4 + 

(».) JB = £lo + D» -f- O4 + 

SS' = D; + C^ + JDi + 

Hier haben die ^'s die Bedeutungen: 

r^o =(1-2») ii-rr^'), 

W'$4 =(l-3*n(l— rr-^), ^^ ('''•) 

,^^,=(il2*r^(i-m 




» \» 


?4 


=(l-2«)(l-/'0, 


[iß,^.=(i-««/«^-»)(i-/«), 


ferner die und D' folgende Bedeutungen: 


(x.) 


(x'O 


D4=(l-r)(l-/'-'-»), 

jd;=(i -/•*)(! -/^>-^), 


Di 


tf-8 


(l-/^-*)(l-n. 
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Es geht nämlich SS in 95' über, falls man g = 1 und q^^^ f werden 
lässt [vgl. p. 219]; und dementsprechend repräsentiren die O' («',) die- 
jenigen Werthe, in welche die Q (x.) für ^ = 1 und qo'= f sich ver- 
wandeln. 

Beachtet man^ dass q, q^ und f = qq^ positive ächte Brüche sind, 
mithin z. B. f'^q, und ebenso ff^qQ ist, so ergiebt sich: 

durch VergleichuDg von (i.) und {%.): und durch Vergleichung von (i\) und («'.): 


(L) 




(l'.) 




Femer erhält man 
aus den Formeln (i.): 


(."■) 


und auB den Formeln (x.): 


W ff = i|^l; ii^d^ = ^<l, 


Aus (A.), (A'.) erhält man weiter, mit Rücksicht auf (d:): 
und aus (ft.), (fi'-): 


m 


> 


überdies» ist -g- ^ 0; 


diese letzte Formel für -^ unterliegt nämlich keinem Zweifel, weil die 

U, aS, SB', ^, D, D', zufolge (-O-.), (*.), (x.), (x'.), stets positiv sind. 
Endlich ergiebt sich jetzt aus (1^.), mit Hinblick auf (v.), (^.): 

(0-) (l-2*)(l-O^Ä^2, 

oder was dasselbe ist: 


(l-3*)(l-^=2'"2' 


50 do^ man also durch Zusammenstelhmg von (g.) und (n.) zu folgenden 
gan0 allgemein gültigen Formeln gelangt: 


(76.) 



^X<1, 


l 


1<S< 


(1 - 3*) (1 - öj) 
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Nun war in (75.) gefunden: 

(77.) 0,, = (Pos. F.) [l-lji gYSs}]. 

Zufolge (76.) gilt daher für dieses coj einerseits die Formel: 

(78.) „,>(P„.F.).[l-{^^^-^,5^|} 

und andererseits auch folgende Formel: 

(79.) „,<(Po8.F.).[l-{i-3»(i-)*)]. 

Lässt man die Centraldistanz E der beiden Kugeln ins Unendliche 
wachsen ; so convergiren q und q^ beide gegen Null [vgl. z. B. (ö.) 
p. 205. Durch ein hinreichendes Anwachsenlassen von E wird man 
daher in (78.) den daselbst in der geschweiften Klammer enthaltenen 
Ausdruck unter 1 hinabdrücken können. Solches aber ausgeführt ge- 
dachty werden alsdann^ nach (78.), die Grossen (Oj, d. i. Oj, ca^, <93> • • • 
bei weiterem Anwachsen von E durchweg positiv bleiben. Und 
Gleiches gilt daher nach (72.) auch von dem zu untersuchenden Aus- 
druck Q. Man mrd also, falls die Constante ^ gegeben ist, stets einen 
Werth E' der Centraldistanz finden kötinen, von solcher Grösse, dass die 
von E abhängende Function Q im Intervalle jB «= -B' . . . . cx> durchweg 
positiv bleibt 

Versteht man also in dem Ausdruck 

(80.a) Ö = S+^|^' 

unter c^ eine beliebig gegebene, jedoch positive und von verschiedene 
Consta/nte, so wird sich stets in dem Intervall E = (R -^ Rq) . . . . oo 
ein Punct E' markiren lassen: 

{R + R,) < £' < oo, 

von solcher Lage, dass jene von E abhängende Function Q im Intervall 
£'.... oo durchweg positiv ist. — Dass ein analoger Säte auch gilt 
für den Äusdruek: 

(80. b) ^o = ^ + il^. [vgl. (71.)], 

bedarf keiner weiteren Erläuterung. 

Nehmen wir nun an, die beiden Kugeln bewegten sich (durch 
irgend welche Ursachen) mit constanten Geschwindigkeiten 6r und Gq 
beide in gleicher Richtung vorwärts, also entweder beide in der Rich- 

Keumann, Hydrodynamiaoha Unteriuohangen. 15 
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tung der x-Axe, oder beide in der entgegengesetzten Bichtong. Als- 
dann hat die lebendige Kraft T der Flüssigkeit im einen wie im andern 
Fall den Werth: 

(81.) T^ZO^ + 2HGGo + Z^Ol [vgl. (48.) p. 213J ; 

woraus folgt: 

oder was dasselbe ist: 

(«3.) d^ = ö \dE+ ^ dl;) +^o\j^ + ä^ dEj' 

Auf die beiden eingeklammerten Ausdrücke sind aber die Sätze (80. 
a^ b) sofort anwendbar. Und hiedurch gelangt man alsdann zu folgen- 
dem Resultat: 

Bewegen sich die Kugeln beide nach derselben Richtung mit con- 
stanten, endlichen und von Null verschiedenen Geschwindigkeiten G und 
Gq, so wird sich in dem Intervall ^ = (B -|- Rq) . . . . oo stets ein Fund 
E' angaben lassen: 

(84.) (R + R^) <E'<<x>, 

von solcher Lage, dass der Differewtiälquotient j^ im Intervall £'.... cx> 

durchweg positiv ist. 

Dieser Satz lässt sich unmittelbar auf T selber übertragen ; wobei 
im Ganzen drei Fälle zu unterscheiden sind; denn je nach der Be- 
schaffenheit der Constanten und gleichgerichteten Geschwindigkeiten G 
und Gq ist der Central- Abstand E entweder in fortdauerndem Wachsen, 
oder in fortdauerndem Abnehmen, oder aber constant 

Wenden wir uns zuvörderst mm Falle des wachsenden E, und 
verfolgen tvir dabei die Kugeln vom Augenblick der Berührung bis m 
weiteren und weiteren Entfernungen, so tvird die lebendige Kraft T der 
Flüssigkeit bei den aufeinander folgenden Positionen: 

(84. a) (R + Rq)....E\...oo 

im letzten Intervall E' oo beständig wachsen. Wie ihr Verhalten 

im ersten Intervall (R -{- Rq) ... JE?' beschaffen ist, bleibt dabei unbekannt 
(eine noch der weitem Untersuchung bedürftige Frage), 

Aehnliches ist zu bemerken bei dem Fall des abnehmenden Ey 
wobei man alsdann die Bewegung der Kugeln zu verfolgen hat von 
jB = oo bis i? = jB -)- i?Q. Was schliesslich den Fall des constanten 
E betrifft^ so wird in diesem Fall die lebendige Kraft T der Flüssig- 
keit ebenfalls constant sein; wie z. B. aus (81.) sofort ersichtlich ist 
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§9. 

Be8timmimg eines gewissen, für die weiteren Untersuchungen 

wichtigen Vorzeichens. 

In Folge der vorhergehenden Untersuchungen sind wir bekannt 
mit den Vorzeichen von j^, -^, j^, (vgl. den Satz p. 219), hin- 
gegen noch unbekannt mit den Vorzeichen der Grosse 

(1.) ^^ 

Gerade das Vorzeichen dieser letztem Grösse ist aber für unsere 
weiteren Betrachtungen von besonderer Wichtigkeit. 

Leider scheinen die bisher von mir benutzten Methoden zur Ausfüllung 
dieser Lücke nicht ausreichend. Und ich sehe mich daher genöthigt, 
zu einer netten Methode meine Zuflucht zu nehmen, die sich übrigens 
gewissen von Bobylew in der Elektrostatik angestellten Betrachtungen 
einigermassen anlehnt. (Vgl. Bobylew's Aufsatz in den Math* Annalen, 
Bd. 7.) 

Differenzirt man die auf p. 221 angegebenen Grössen Z, H nach 
der Centraldistanz E, und bedient man sich dabei des an jener Stelle 
(p. 221) angegebenen Weges, so findet man ohne besondere Mühe: 

(2.) ^^ _ _ 

WO SR einen positiven Factor vorstellt vom Werthe: 

während U, iB, %' folgende Summen vorstellen: 

Dabei haben U, SJ, SS' die früher festgesetzten Bedeutungen Naeh ('Ö'.), 
(*'.), (x.), («'.) p. 223 ist mithin: 

16* 
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Jt — -f — 1 

as' = ^ (1 - P)(i - z^-^"). 

Dies in (4.) substituirt, erhält man: 

(6.) * - 2 ((TTT»/ "2 (1 - «"r) (i - a^*^-) 

Es handelt sich mm für unsere Zwecke vor allen Dingen um eine ge- 
wisse Transformation dieser drei Ausdrücke U, SJ, SS', und zu diesem 
Behuf bemerken wir, dass dieselben sämmtlich von der Form sind: 

(6.) @ = j^ ( (1 - «vo* ^ ^^ ~ ^'^*^ ^^ ~ y*/"^")\ 

in der That verwandelt sich @ der Beihe nach in U, S3, 93', sobald 
man über die a, ß, y jedesmal in geeigneter Weise disponirt Dem- 
gemäss werden wir unsere Untersuchungen mit diesem allgemeinen 
Ausdruck @ beginnen, und zuvördesst diesen der in Rede stehenden 
Transformation unterwerfen. 

Vertauscht man in (6.) die Aufeinanderfolge der beiden Summa- 
tionen, so erhält man durch einfache Ueberlegungen: 

(7.) @ = ^ ^ ( TT^TO (1 - ß'n (1 - y^/^-") ). 

Es ist aber nach dem Binomischen Satze: 

(8.) ^^-_ = "^C.a^ppsP^ wo C, = ^V t-V^"^- • 

Somit folgt aus (7.), falls man zur Abkürzung 2|) + 3 = ^ setzt: 

, © = ^ ( Cp«^ j^ j- /-««(i - ^»n (1 - //^-«) ), 

oder, falls man jetzt die Summation nach 3 wirklich ausführt: 
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oder, falls man Bchliesslich die Summation nach Je ebenfalls ausf&hrt: 

(9.) e _ |- cA./y (j^ - j^.) (j^ - -^). 

Der allgemeine Ausdruck @ geht aber, nach (ö.), (6.), über 
inÜ, füra = 2, /J -= «, y=l, 
in », für a=l, /?=-«, y=i--:^, 

inW, fürc==l, ^=1, y == 1. 
Somit folgt aus (9.), mit Bficksicht darauf, dass f = qq^ ist: 

n^'^r ( ^ - ^* \ l-f— - f——\ 

;ä VI-/* i-/*+Vli-/* i-r^V' 

Ä Vi-/* i_/*+»;Vi_/« i_/*W 


Setzt man also zur Abkürzung: 

F ^ f-^.. d.i.= ^ 


(11) Q 




Öo = j^- — ^ _' , wo überall ^ = 2i) + 3 Sein soll, 
80. erhält man aus (10.) 

58 + «' = ^ C7,(Ö Ö, + F*). 
Demgemäss folgt aus (2.): 


(13.) 2 ^ = + 23»^ C,(QQ, + F^, 

femer: 

(14.) ^^-2m2C,FQ, 

und der letzten Formel entsprechend: 

(15.) g 2m'^C,FQ,. 


\ 
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Versteht man aber unter T die ld>endige Kraß der Flüssigkeit^ 
femer unter j' = 6r und i\ = Gq die augenblicklichen Geschwindig- 
keiten der beiden Kugelmittelpuncte^ so ist bekanntlich: 

(16) 55-äl^*+2gGöo + gGS, [ygl. (82.) p. 226J. 

Substituirt man hier die Werthe (13.), (14.), (15.), so folgt: 
(17.) ^^-^m'^C.liQQ, + F*)GG, - FQ(P - FQ,G^, 

oder was dasselbe ist: 

(18-) fi = 2ä»2*C?p(eG - FG,) (ÖoGo - FG\ 

eine durch Einfachheit und Symmetrie ausgezeichnete Formel, in welcher 
3K, Cp, und Q, Qq, F die in (3.), (8.) und (11.) angegä)enen Bedeutungen 
haben. 

Für den speciellen Fall, dass 6 und G^^ beide «= 1 sind, erhält 
man aus (16.) und (18.): 

(19.). ''(A+JH.tA) ^ 23»'^" Cp{Q - F) iQ, - F). 

und mittelst dieser letztem Formel lässt sich nun leicht das Vor- 
jseichen des Ausdrucks (19.) ermitteln. Nach (11.) ist nämlich: 

Ö-^ l^^ + i^T^*' wobei <7 = 2j) + 3; 

oder was dasselbe: 

Setzt man also für den Angenblick 

«=! + « + «*••• + gr\ 

9 = 1 +/• + /'•.. +/'^S 
so wird 

oder was dasselbe ist: 

1-« 8 


wo der Zähler ) den Werth hat: 

j = (g*- + gH-i)^ _ (/•» + />+i)x. 
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Substitmrt man hier für 9) und x ihre eigentlichen Bedeutungen, so 
fo^: 

«=0 

d. i.: 

(21.) ä = "2^' [(«/)- (3»-» - /•»-) + (qf)' ig"^' - /•»-+0]; 

und hieraus erkennt man, weil q^f ist, dass jener Zähler j stets 
positiv sein wird. Somit folgt aus (20.), dass Q — F ebenfalls positiv 
ist Und Gleiches gilt offenbar auch von Qq — F. Gleiches gilt über- 
diess auch von 3JI (3.) und von Cp (8.). Demgemäss ergiebt sich aus 
(19.), dass der Ausdruck 

(22.) '"^^T"-' 

unter allen Umständen positiv ist. 

Da übrigens f, q, q^ positive ächte Brüche sind, so folgt aus (ll.)y 
dass Fy Q, Qq positiv sind. Gleiches gilt daher nach (13.), (14.), (15.) 
auch von 

(^^•^ dE' \~ dJsJ' \~ JJEP 

was in Einklang steht mit dem früher erhaltenen Satz p. 219. 

Bemerkung. — Die beiden aus (22.) und (23.) entspringenden 
Formeln: 

d{2H + Z + Z,) _ 

dE — P^^v 

führen sofort zu dem Resultat, dass 

abs ^^) > abs ^^^-^ 
*^^ dE - **^® dE 

ist Hieraus folgt weiter: 

* \dE) < \dE ^ dE) ' 
mithin a fortiori: 

und aus dieser letzten Formel (24.) ergiebt sich, dass der Ausdruck 
(25-). %-rE<^'+^%OG, + '^Gl 

bei festgehaltenem (übrigens beliebig gegebenem) J?, stets zum Ver- 
schwinden gebracht werden kann durch passende Wahl von Q und 
Gq. Demgemäss ergiebt sich folgender Satz: 


: ; ••. •^•- :• -z 


•- :-• 


i 
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Man kann das Verhältniss F= ^ der beiden constanten Geschmndig- 

Jceiten G und G^ stets in solcher Weise bestimmen, dass der Differential- 

Quotient j^ bei einer gegebenen CentraMistanz E verschwindet. Und 

zwar erhält man bei Lösung dieser Aufgabe stets zwei Werthe von F. 
Jeder von dieser^ Werthen ist positiv, sodass also jene zum Verschwinden 

von -^ erforderlichen Geschtvindigkeiten G und Gq unter allen Umständen 

von einerlei Richtung sein werden; was in Einklang steht mit dem 
Satz p. 220. 

§ 10. 
Die Besultanten der auf die beiden Engeln von der Flüssigkeit 

ausgeübten Druckkräfte. 

Wir haben diese Resultanten X^ und Xp bereits früher (p. 195 — 200) 

angegeben. Doch wird es angemessen sein, die damaligen Ergebnisse 
von Neuem aufzunehmen^ zunächst in übersichtlicher Weise zusammen- 
zustellen^ und sodann weitere Bemerkungen daran anzuknüpfen. Das 
Hauptresultat der damaligen Untersuchung können wir etwa so aus- 
sprechen: 

Es sei C das Centrum, und UCO der von Unten nacfi Oben laufende 
vertikale Durchmesser einer fest aufgestellten Kugelfläche 6^ von un- 
endlich grossem Radius. Innerhalb dieser Flädie befinde sich eine 
incompressible Flüssigkeit Und im Innern dieser Flüssigkeit mögeft sich 
zwei Kugeln (etwa zwei Metallkugeln) von den Rädieti R und Rq be- 
finden, deren Centra c und Cq längs jenes festen Durchmessers UCO nach 
Belieben hingleiten können. 

Auf dieses materielle System mögen von Aussen her gegebene Kräfte 
eintmrken; und zwar seien die x-Componenten der die beiden Kugeln sol- 
licitir enden äussern Kräfte mit X und Xq, andererseits x 

das Potential der die Flüssigkeit sollicitirenden äussern 
Kräfte mit V= V{x, y, z) bezeichnet. Dabei mag als 
X'Axe der vertikale Durchmesser UCO, und als yz-Ebene ^—cd) 

die durch C gelegte Horizontal-Ebene angesehen u)erden. 

Alsdann ergeben sich für die Bewegung der Kugeln 
die Differentialgleichungen: ^— <Jo(Jo) 
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WO M und Mq die Massen der beiden Kugßln, und £ und Iq die x-Co- 
ordinalen ihrer Mitidpwnde c und c^ vorstellen. Dabei haben X wnd X^ 
die schon genannte Bedeutung; toahrend Xp und Xj die x-Componenten 

derjenigen Wirkungen vorstellen ^ welche auf die Kugeln ausgeübt werden 
durdi den Druck der umgebenden Flüssigkeit, 

Bezeichnet nian den Central-Äbstand (cCq) der beiden Kugeln mit E, 
und denJU man sich dabei (zur Fixirung der Vorstellung) den Bund c 
oberhalb Cq gelegen, mithin: 

(2.) jE: = e~Eo, wnrf j>Eo, 

so halben die Componenten X^ und Xj folgende Werthe: 

^^ y. dZ {dEy,d{Z+2H + Z,){diX 9/7^*? , u^*Eo\ 

(3.) 

Yp— T>a-^^/'^^V d{Z + 2H + Z,) (dlV 9/'7^'5o , u^'A 

^0 ^i+TEVdt) dE \Tt) -^^0-575- + "^^, 

Tgl. p. 200. Dabei bezeichnen Z, Zq und H bestimmte nur voti E ab- 
hängende Functionen, nämlich Ausdrücke, die ausser von E selber nur 
noch von den Madien R, Bq der beiden Kugeln und von der Dichtigkeit q 
der incompressiblen Flüssigkeit dependiren. üeberdiess repräsentiren X' 
und X^ die dem Frincip des Ärchimedes entsprechenden Kräfte, nämlich 

die x-Componenten derjenigen Wirkungen, welche die durch das Botential 
F= V{x, y, z) definirten äussern Kräfte auf die Kugeln ausüben würden ^ 
falls die Materien der beiden Kugeln identisch tvären mit der gegebenen 
Flüssigkeit, 

Was jene von E abhä/ngenderi Functionen Z, Zq und H betrifft, so 
ist zu bemerken, dass die sechs Grössen: 

2, Zo, (-H) 

(4.) ' /_ dZ\ /_ dZA . dH [vgl- P- 219] 

\ dEJ' \ dSp dE 

unter allen Umständen positiv sind, und dass femer der Ausdruck 

(5-) ei(2 + 2H + Z.) ^^gj ^22.) p. 231] 

ebenfalls unter allen Umständen positiv ist Will man also 0. B. in der 
Formet für X^ (3.) die Vorzeichen der einjsehten Glieder anschaulich 
machen, so hat man eu schreiben: 

(6.) X. = -Z> + a(^y + ^(^y-.£l + *$^, 
\md hineumfügen, dass a, ß, y, d stets positiv sind. 


• • _ 

: • ••, .- .« 


234 


Der auf die Kugeln aoBgeäbte Drack. 


Wir haben somit, wie die Formel (6.) zeigt, bei 

der auf die Engel c wirkenden Kraft XP im Ganzen 

fünf Theile zu nnterscheiden. Der erste Theil ent- 

• spricht dem Princip des Archimedes. Der zweite 


X 


Theil rührt her von 


©'• 


und ist stets von solcher 


Beschaffenheit, als würde die Engel von der Neben- 

einerlei ob das -rr- 


E 


(?) 


negativ 


iy ist]. 


positiv oder 

2 


-Co(5o) 


Der dritte Theil rührt her von 


m 


-ye 


und ist ebenfalls von solcher Beschaffenheit, als 

würde die Eugel von der Nebenkugel jc^ abgestossen, 

d*r 
Der vierte Theil rührt her von ^-|, und ist der Beschleunigung der 

betrachteten Eugel stets entgegengesetzt gerichtet. Der fünfte Theil 

endlich rührt her von der Beschleunigung -r^ der Nebenkugel, und ist 

dt 

stets von solcher Beschaffenheit, als würde die Eugel durch jene Be- 
schleunigung der Nebenkugel in gleichem Sinne sollicitirt. 

Man kann übrigens js. B, die erste der Formeln (3.) auch so schreiben: 

(,.)X.— *-[g(^)-+2Z^] + [Sft^)'-2(2 + H)?i], 

WO Z zur Abkürzung gesetzt ist für (Z + 2 H + Zq). Bei dieser Schreib- 
weise treten im Ausdrucke der auf die Kugel c einwirkenden Kraß XP 
der Hauptsache nach drei Glieder uns entgegen. Das erste entspricht 
dem Princip des Archimedes. Das zweite rührt lediglich her von der 
relativen Bewegung der beiden Kugeln zu einander; denn es ist nur mit 

-jr wwrf ^Tg- behaftet. Und das dritte Glied endlich rührt lediglich her 
von der Bewegung der Nehenkugel c^; denn es ist nur mit -^ und 

d^X 

"^ behaftet. Dabei mag darauf aufmerksam gemacht sein, dass jenes 

zweite nur von der relativen Betvegung abhängende Glied eine gewisse 
Analogie mit dem Weber' sehen Grundgesetz zeigt. 

Führt man nämlich statt der Function Z »=» Z(JE^) für den Augenblick 
eine andere Function ^ «> '^{E) ein, indem man setzt: 

z = M' 

\dE) ' 
so geht jenes zweite Glied der Formel (7.) über in: 

dib d^'tif fdE\^ _L ^ fdrtf>y ^E_ 

dt^ ' 


d^f dV (d^ 
Je dE^\d 


ä,} + 2 


m 




(8.) 
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d. i. in 

und dies würde der dynamische oder kinetische Theil des Weber'schen 

Gtesetses sein, falls ^ » yE wäre; was allerdings bei der gegenwärtigen 
hydrodynamischen Untersuchung nicht der Fall ist. Und demgemäss 
habe ich vorhin auch nur von einer Analogie gesprochen, welche zwischen 
jenem zweiten Gliede der Formel (7.) und dem Weber'schen Oesetz 
stattfindet 

§ 11. 

Anwendung auf den Fall, dass die beiden Kugeln weit 

von einander entfernt sind. 

El^enao wie früher werde zur Abkürzung gesetzt [vgl. p. 213J: 
A = ]/^ E\ B - |/3(1 '^qy, 


Es seien nun die beiden in Bewegung begriffenen Kugeln sehr weit 
von einander entfernt, mithin q und q^ und f^=^ qq^ sehr Meine Grossen 
[vgl. ifi,) p. 205]. Betrachtet man diese kleinen Grössen q und q^ als 
Ton gleicher Ordnung ^ und vernachlässigt man die siebenten Potenzen 
derselben y so erhält man aus den Formeln p. 214 für Z, Zq, H die 
Werthe: 

Z = Ä'(l + B''-^ ^^3) -Ä\l + B^n 
(9.) Zo = Äl(l+ Bl '^ -^-^^3) = Äl(l + Bir), 

m 

H - - ÄA,BB, ^^, = - ÄA^BB.iVfy, 
oder, falls man för B, Bq die Werthe (8.) substituirt: 

(10.) Zo= ^11(1+3/^, 

H — AA,(siVfy -!(?* + 3;) (v?)")- 

Vernachlässigt man aber nicht die siebenten, sondern schon die fünften 
Potenzen von q und q^, so erhält man: 

(11.) Z^A\ Z,^Al, H--^4,-3(y/)». 
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Bei dieser ersten Annäherung kann nun, nach (tp,), (^.) p. 205, 
g = Y 5 = -^, mithin qQ= -^ gesetzt werden. Alsdann ergiebt sich: 

(12.) Z^Ä\ Z,^Al, H = -^A-^ " 





oder, falls man für Ä^ Äq ihre Werthe (8.) substituirt: 


(13.) Z^Y^"' ^ = m> " ^9 ^ 

Substituirt man schliesslich diese Ausdrücke (13.) in (3.), so erhält man: 

Bei dem hier eingehaltenen Grade der Annäherung bestehen also die 
auf die Kugeln ausgeübten Druckkräfte X^ und X^ einerseits aus den 

durch das Princip des Archimedes bedingten Theilen — X^ und — X^ 

und andererseits aus gewissen andern Theilen, die umgekehrt propor- 
tional respectiye mit der vierteil^ dritten und nullten Potenz der Gentral- 
distanz E sind. 


i 


Weitere Untersnclmiigeii Aber das Hamilton'sche Princip, in seiner 
Anwendung anf die Probleme der Hydrodynamik. 

§ 1. 

Ueber gewisse in den Formeln des Hamilton'sohen Prinoips auf- 
tretende Differenzen. Stellung einer bestimmten hydrodynamischen 
Aufgabe anr näheren Untersuchung dieser Differenzen. 

Für die virtuelle Arbeit SL ^= L^da + ^2*^ "f" • • • •> oder viel- 
mehr für die in diesem Augenblick vorhandenen Coefficienten ij, L^, ,.. 
haben wir früher [p. 63], mittelst des Hamilton' ^(Aiqji Princips, die 
Formeln erhalten: 

f.. r a(r-2eo-ir) ddT.fdA dB\^.(dA acA . . 

etc. etc. etc. 
Lange Zeit habe ich geglaubt^ dass die hier auftretenden DifiPerenzen 

l-^ — -g — j, /-ö Ö-), etc. etc. identisch = seien, und solches zu 

beweisen mich bemüht; bis ich schliesslich zu einfachen Beispielen ge- 
langt bin, aus denen das Gegentheil hervorgeht. Um näher auf diese 
Dinge einzugehen, stellen wir uns folgende Aufgabe: 

Ein starrer Körper enthalte in seinem Innern einen mehrfach zu- 
sammenhängenden und mit incompressibler Flüssigkeit erfüllten Hohl- 
raum SR. Die Beweglichheit des Korpers sei eine völlig freie oder auch 
eine durch gegebet^ Bedingungen beschränkte; sodass also die augenblick- 
liche Position des Körpers von irgend welchen Parametern a, ß, . . . ab- 
hängt y deren Anzahl .< 6 ist' 

Auf dieses aitö Körper und Flüssigkeit bestehende materielle System 
mögen von Aussen her gegebene Kräfte einunrken; insbesondere mag 
das Potential der die Flüssigkeit sollicitirenden äussern Kräfte mit 
F= V{Xy y, z) bezeichnet sein, TJeberdiess sei der Anfangszustand des 
starren Körpers^ und ebenso der der Flüssigkeit in beliebiger Weise ge- 
gAeri, jedoch letzterer als ein wirbelfreier. Dieser mrbdfreie Anfangs- 
zustand der Flüssigkeit mag gegeben sein^ durch Angabe der denselben 
charakterisirenden Constanten x, x, x', ... (p. 31). 
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Unter so betcandten Umständen soU die Bewegung des materiellen 
Systems, und femer a%uih der toährend dieser Bewegung von der Flüssig- 
keit auf die Wände des Hohlraums 91 ausgeübte Druck näher untersucht 
werden. In letzterer Beziehung wird namentlich die virtuelle Arbeit 
(2.) ÖL = L^da + L^dß H 

zu berechnen sein, welche die Flüssigkeit vermöge ihres Druckes auf 
den starren Korper ausüben umrde, falls man denselben aus seiner 
, augenblicklichen Position {a, ß, . . .) in irgend welche willkührlich ge- 
wählte Nachbarposition (a + ^«? ^ + *^7 •••) überfahren wollte. Und 
bei Berechnung dieser Arbeit SL wird zu verfahren sein nach Vor- 
schrift unserer allgemeinen Regeln § 16, p. 61—63. 

§ 2. 
Behandlung der geatellten Aufgabe. 

Führt man ausser dem absolut festen Axensystem {x, y, g) noch ein 
zweites Axensystem (|, i^, 5) ein, welches mit dem gegebenen Korper 
starr verbunden ist, und bezeichnet man für irgend ein Molecül dieses 
starren Körpers die Coordinaten in jenen beiderlei Systemen respective 
mit X, y, z und |, i^, g, so finden die Relationen statt: 

g = a + a,a; + ä^y + %z, 

(3.) i? = b + »i^ + ».y + »3^, 

e=c + e,a: + ®,y + e3ier, 

deren CoefiGcienten a, b, c, St, 93, @ gegebene Functionen der Parameter 
Uy ßy . . . sind, während die a, ^, . . . ihrerseits unbekannte Functionen 
der Zeit sind. Dies vorangeschickt, haben wir nun zuvörderst das 
Geschwindigkeitspotential der Flüssigkeit: 
(4.) = 0^, + 0^«' + ib^ß -\ [vgl. p. 62] 

in Betracht zu ziehen. Die zur Bestimmung von 0^, 0^, 0^, .... 
dienenden Bedingungen (B^.), (B^.), (B|.), .... [p. 39], gelten zunächst 
nur für das absolut feste Axensystem {x, y, z\ lassen sich aber leicht 
auf das mit dem Körper verbundene Axensystem .(|, i^, g) übertragen, 
und lauten alsdann folgendermassen: 

00 soll in den Querschnitten des Hohlraumes 9t mit den ge- 
gebenen Constanten Werthdifferenzen x, x', x\ .... behaftet, 
hiervon abgesehen aber im Räume 9t stetig sein. 


^BoO 


% '^% '^ stetig, und ^J^'^o + ^^^' + l'li^^.O, im Räume«, 
-^ s= 0, an der Oberfläche von 91; 
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femer was 0| betrifft: 

0|. stetig im Räume 91; 

^0 30 30 3*0 3*0 3*0 t^ 

-JTf -^f -^ ^^^7 "^^^ -^ + -^+ ^=0, im Räume 8t, 


(BiO 


31 ' 3iy' 3t "•"•"='' """ 36« ^ 3i?« ^ 3S^ 
-o^rp = A, an der Oberfläche von 91; 


3N 


ü. 8. w. U. s. w. Die letzte der Bedingungen {B^,) wird z. B. lauten: 

30 30 

^ = B, die letzte der Bedingungzn (B,.): -^ = T, u. s. w. Diese 

Grossen A, B, f, . . . sind für jedes Oberflächenelement des Hohlraumes 

91 bestimmte Functionen der Parameter a, ^, [vgl. (6.) p. 8], 

während gleichzeitig N die der Flüssigkeit abgeuvendete Normale des 
Oberflächenelementes repräsentirt. 

Während also die Bedingungen (Bq.) von den «, /3, . . . völlig frei 
sind^ zeigen sich die weiter folgenden Bedingungen (B|.), (^2-); •*«* 
durchweg mit den a, ß, .... behaftet Und demgemäss erhält man 
also für 0Q einen von «, ^, . . . unabhängigen Werth: 

(5.) *o = <»>o(S, % 0, 

hingegen für 0^, 0^, .... Werthe, die ausser von ^,71,^ auch noch 
von den a, ß, - . . . abhängen: 

^2 = ^A^y Vy S, a, ßy ....X 

etc. etc. etc. 
Diese Formeln (5.), (5. a) können indessen leicht zu Missverständnissen 

M 

und Fehlem hinleiten, sobald man auf dieselben die Regeln des schon 
citirten § 16 p. 61 in Anwendung bringt Bei jenen Regeln sind näm- 
lich als rechtwinklige Coordinaten stets solche vorausgesetzt, die sich 
auf ein absolut festes Axensystem beziehen. Will man also jene Regeln 
auf Oq, <I>i, 02, .... anwenden, so wird es unter Umständen noth- 
wendig sein, zuerst die g, 17, £ mittelst der Relationen (3.) durch die 
X, y, z zu ersetzen. Alsdann aber erhält man z. B. für 0o (&•) einen 
Ausdruck: 

(6.) <l>o = <»>o(a + «x« + «»y + V, b + 95,a: + -.-, c + 6,a; + ...), 

der mit den a, b, c, Sl, S9, @, und folglich auch mit den a, /3, ... be- 
haftet ist [denn jene a, b, c, %, 93, @ sind ja gegebene Functionen der 
a, ßy . . .]. Will man also, im Sinne der genannten Regeln, z. B.*die 

Ableitungen y^, yj, . . . bilden, welche erforderlich sind zur Berech- 
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nung der J^ JB, . . . in (4.) p. 62]^ so hat man, wie aus (5.) und (6.) 
folgt, zu schreiben: 


(7.) 


a<j>o 

dcc 

a^o as , d^o dr) . a<t>, 
" ai a« ' dti da ' di 

a: 

da' 

d% 

dß 

a4>o ai , a0« dt, . a*. 
~ ag dp ' dl, dß ' di 

etc. etc. etc. 

di 

dß' 


wo alsdann z. B. die Ableitungen von g, 17, g nach a, zufolge (3.), die 
Werthe haben: 

ai_a« , a«j^^_^a«^ . a«;^ 

da Ca ^^ da * da ^ *^ da ^ 

'^°-'' 3« aa ^ a« ^^ a« *^^^*' 

da da * da ' ^a ^ ' ^ft 

Diese Formeln (8.) lassen sich in bekannter Weise umgestalten. Nach 
(3.) ist nämlich: 

a? = «,(S - a) + «i(ij - b) + (£.(£ - c), 
(9.) y _ a^d _ a) + 83,(1, - b) + e,(g - c), 

« = «,(1 - 0) + 83,(1, - b) + e,(g - c). 

Substituirt man aber diese Werthe (9.) in die erste der Gleichungen 
(8.), so folgt: 

die Summationen ausgedehnt über ^' <» 1, 2, 3. Nun ist bekanntlich: 

(11.) J"«;-»!, J'a3,6,-=0 

etc. etc. etc. etc. ' 

mithin: 

j'%^>-o. und J'e.^^^-^s/^^u«, 

(12. a) ^«,^ = 0, ^«, ','^ = - ^e, 15 = »„, 

wOb Ua; 93a, äSBa als Abbreviaturen für die angegebenen Ausdrücke 
dienen sollen. Substituirt man diese Werthe (12. a) in die Formel (10.), 
und setzt man dabei zur weiteren Abkürzung: 
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(12. b) l!-cUa +aSB. = t). 


da 

de 


so erhält man: 


ö- = Ua + lySBa — SSSa, Und in ähnlicher Weise: 


(13.) |i = ö, + eu« - gsö«, 

wobei zu bemerken ist^ dass alle deutschen Buchstäben tt, t), tt); U, SS, )S; 
c6ewÄ> tric a, b, c, Ä, 8, 6 gegebene Functionen der Parameter a, ß, . . . 
vorstellen, 

Snbstituirt man schliesslich die Werthe (13.) in (7.) so erhält man: 

und in ähnlicher Weise: 

(14b) ^_[„/^ + .,|^ + „,^] 

+ [«..(e||-'»t)+---} 

ü. 8. w. ü. s. w. Dabei repräsentiren z. B. U^, 3?^, SGß^-*, u^, ö^, to^ die- 
jenigen Ausdrücke, in welche die durch die Formeln (12. a^b) deiinirten 
Grossen Viay ^a, ^a, Viaf %, tDff sich Terwandeln, sobald man in jenen 
Formeln durchweg die Buchstaben a mit ß vertauscht 

Denkt man sich die Functionen 0^, Oj, <t>^, .... und die soeben 
besprochenen Ableitungen von 0^ wirklich berechnet, so sind nun 
weiter, nach Vorschrift des citirten § 16, p. 61, die daselbst mit A, 
JBy C, . . ., 6o, Qjk bezeichneten Grossen zu bilden: 

(15.) 

etc. etc. 
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und ferner: 

«.=ixo;[(tr+(^)*+(W]w£, • 

(16.) 

ö^* - { JfL ht^ + ^^-^-w^i ^^^^^^' 

die Integrationen ausgedehnt gedacht über alle Yolumelemente dlidfjdt 
des Hohlraumes 9i. Dabei sind, was die Formeln (16.) betrifft, ab- 
sichtlich statt der Xy y^ die Goordinaten |, i^, g eingeführt, was 
mittelst der Relationen (3.) leicht zu bewerkstelligen war. 

Die Function <^ kann in doppelter Weise dargestellt werden, 
nämlich entweder alsFunction"von |, iy, g (5.), oder als Function von 
Xy y, z (6.). In letzterer Weise dargestellt, ist sie, ausser von rc, y, Zy 
auch noch abhängig von den a, b, C, Sl, 93, 6, d. i. von den a, j3, . . . 
In ersterer Weise dargestellt, ist sie hingegen lediglich abhängig von den 
S, 17, £, und unabhängig von den a, /3, . . . Denkt man sich also in dem 
0Q (16.) jenen ersteren Werth (5.) substituirt, und sodann über alle 
Volumelemente d^dridi, des mit dem Axensystem (|, t], g) starr ver- 
bundenen Raumes 91 die Integration ausgeführt, so erhält man für 6^ 
einen von a, /3, . . . unabhängigen Werth. Somit ergiebt sich, dass Qq 
einen constanten Werth besitzt: 

(17.) 00 = Const. = H,,, 

der lediglich abhängen kann von der Gestalt und Grösse des Raumes 
SR, ferner von der Lage des mit 91 starr verbundenen Axensystems 
(S, fiy g), und überdiess noch von den bei der Bestimmung von 0^ mit 
• in Betracht kommenden gegebenen Constanten x, x\ % ... [vgl. die 
Bedingungen (B^j.) p. 238]. — Andererseits aber ergeben sich für die 
0^t (16.) durch Substitution der <!>„ 0* (5. a) Werthe, die ivesentlidi 
von den a, /3, . . . abhängig sind; was angedeutet sein mag durch die 
Formel: 

(18.) Ojk = 0,t(«, ft . . . .). 

Was endlich die A, B, C, , . , betrifft, so erhält man aus (15.) 
durch Substitution des Werthes (14. a): 

(19.) Ä-,[^fff>iim,äi+>.fffJ-^mm+*.fffSi "lä^it] 


+»[«•///; («"•-' -ii) "«^'"f +■■•■■]• 


Dieser Ausdruck lässt sich, mit Rücksicht auf die der Function Oq 
auferlegten Bedingungen (Bq.) p. 238, noch bedeutend vereinfachen. 
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Repräsentirt nämlich F irgend eine Function zweiten Grades von 1, 
iriy l mit Constanten Coefficienten: 

nnd setzt man fest, dass 

(/J.) an + «22 + «33 = 

sein solle ; so wird F der Gleichung Genüge leisten 

?!£ . ^_!^^ r ?!Z _ 

während gleichzeitig 

^ a_F aF aj; 

' ag ' dri' di 
überall stetig sind. Beachtet man nun überdiess jene der Function 0^ 
auferlegten Bedingungen (Bq.), so ergiebt sich auf Grund eines früheren 
Satzes (f.) p. 42 sofort: 

In der That ist nämlich -^y zufolge der Bedingungen (Bq.), an der 

Oberfläche 6 des Hohlraumes SR überall = 0, mithin das in (y.) auf 
der rechten Seite stehende Oberflächenintegral ebenfalls = 0. Diese 
Formel (y.) nimmt nun, falls man für F seinen Werth (cc.) einsetzt, 
die Gestalt an: 

(*•) XOC t«i + «n S + «., 1J + «,3 £) ^ 

+ («« + ««5 + • • •) ^ + • • •] didridt = 0. 

Diese Formel (d.) aber muss stattfinden für beliebige Werthe der «'s, 
falls nur dieselben der Relation (ß,) entsprecheu. Demgemäss ergeben . 
sich aus (d.) die specielleren Formeln: 

and. femer die Formeln: 

Mittelst dieser Formeln .(f.), (g.) reducirt sich der für ^ erhaltene 
Ausdruck (19.) auf die einfachere Gestalt: 


(*.) 


16 


(23.) 
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Setzt man also zur Abkürzung: 

WO alsdann Ji, ä", 1i" [ebenso wie H^ (17.)] vom Anfangszustande der 
Flüssigkeity nämlich von x, x\ x\ . . . erhängende Constanten sein werden, 
so erhält man: 

(22. a) Ä = h'Vi +r«a + r'aBa, 

und in ähnlicher Weise: 

(22. b) B = A'U^ + r^i + r'SB^, 

u. s. w. u. s. w. Da h\ Ä", A'" Constante sind, so erhält man aus 
(22. a, b) sofort die erste Formel des folgenden Systems: 

oy Cot \dy Ca J ' \ ^y CocJ ' \ dy da /^ 

etc. etc. etc. 

dessen übrige Formeln sich in analoger Weise ergeben. Hiemit 
aber sind die in (1.) p. 237 als Goefficienten auftretenden Differenzen 

Vfiß — ^^n (^ — ?i~r ®*^* ®^' ^ ®^^® ^^^ ^^® wirkliche Berechnung 
bequeme Gestalt versetzt. Und mittelst dieser Formeln (23.) lässt 
sich z. B. auch leicht nachweisen, dass die genannten Differenzen im 
Allgemeitien nicht = sind; wie im folgenden § gezeigt werden soll. 

§3. 
FortsetBung. Uebergang zu einem speoielleren l*alL 

Der in dem sich bewegenden starren Körper vorhandene Hohl- 
raum 91 habe eine ringförmige Gestalt, es sei nämlich die Begrenzungs- 
fläche dieses Raumes SR eine ringförmige Botationsflädie von hdidrigem 
Querschnitt. Alsdann ist 91 zweifach zusammenhängend; sodass also 
die zur Bestimmung des (wirbelfreien) Anfangszustandes der FlQssig- 
keit erforderlichen Constanten x, x', x", .*.. in diesem Fall sich auf 
nur einCy etwa auf x reduciren. 

Nimmt man nun zur {;-Axe die geometrische Axe des ringförmigen 
Raumes 91, und lässt man die Ii^-Ebene durch irgend einen bestimmten 
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Panct dieser Axe hindurchgehen; so kann die den Bedingungen (B^.) 
p. 238 entsprechende Function <I>q sofort angegeben werden. Auf Grund 
früherer Betrachtungen erhält man nämlich in diesem Fall: 

(24.) 4>o = 0o(l, n, 5) = Y> *')• 

Hier bezeichnet x die soeben genannte Gonstante, während d" das Azi- 
muth der durch den Punct (g, 1]^ i) gehenden Meridianebene gegen die 
S^-Ebene vorstellt. Demgemäss ergiebt sich: 

df in V* + n 

(25.) '!-=+:; ' 


2 > 


^ = 0, [vgl. m P. 34]. 

Somit ergeben sich aus (21.) für die. Constanten H^ h", In!" im gegen- 
wärtigen Fall die Weithe: 

'- - + ^ ///. Tfi- 

(26.) r = 0, 

~ ^JJJfft S' + '2'' 
Der Raum 9% ist aber in Bezug auf die Meridianebene i] t symmetrisch; 
also nach (26.): 
(26. a) Ä' = 0. . 

Substituirt man jetzt die Werthe (26.), (26. a) in (23.), so erhält man: 

dA dB y..(^^a ^g»A 

,27>) '^'ß da—'^ \ dß da )' 

^ dA ao_ .,/a28„ . asB, 


"" da)' 


dy 'da \ dy 

etc. etc. etc. 

wo das Ä'" den in (26.) angegebenen Werth hat, also eine nichtver- 
scfiwindende Constante vorstellt. 

Unsere HauptabsicM bei diesen Untersuchungen bestand darin, su 

geigen, dass die Differenzen ( ^ — - q— )> ( q ä^)> ^- ^^« **^* '^^^^' 

wendig = zu sein brauchen. Da nun die Constante h'" von ver- 
schieden ist, so bleibt nur noch übrig zu zeigen, dass die in (27.) in 
Parenthese stehenden Ausdrücke ebenfalls von verschieden sein können. 

*) ^S^' C^-) P- ^^- 1^^ ^^^ TüQQh hinzugefügte, nur von der Zeit abhängende 
Glied h{t) ist, der Bequemlichkeit willen, hier fortgelassen. 
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Zu diesem Zweck wollen wir den hier betrachteten Fall einer 
weiteren Specialisirung unterwerfen. Es sei nämlich der Anfangspunct 
des Systems (§^ ij^ g) fest, und identisch 
mit dem des Systemes {x, y, 0), Ueber- 
diess sei die |-Axe gezwungen in der 
festen a^y-Ebene zu bleiben, während der 
Körper selber um die |-Axe drehbar ist. 
Wir bezeichnen den Drehxmgswinkel des 
Körpers um die J-Axe mit a, femer den 
augenblicklichen Neigungswinkel dieser 
5-Axe gegen die feste x-Axe mit /3; wie g^ 
solches näher angegeben ist in der bei- 
stehenden Figur, die gezeichnet zu denken 
ist auf einer um den gemeinschaftlichen 
Anfangspunct der Coordinatensysteme 

{Xj y, 0) und (£, ri, g) mit dem Radius Eins beschriebenen Kugelfläche. 
Nach (3.) p. 238 sind Äp %2y ^s ^^^ Richtungscosinus der Axe 6 gegen 
die festen Axen x, y, z, ü. s. w. Demgemäss ergeben sich die Formeln: 

2li=cos(S,a;)=cosft S5i=cos(i^,a;)=cosasin/3, (£i=cos(^a;)= — sinasin/S, 
(28.) 2li=cos(|,y)= — sin/8, 932==cos(i^,y)=co8acos/3, ©^=cos(£,j/) = — sinacos/S, 
3l3==cos (^7^)= 0, S33== cos (i^,jef)=sin a, @8=cos (£,;?) = cos a. 

In der That können von diesen neun Formeln die cuciü ersten entweder 
direct oder mit Hülfe sich leicht darbietender sphärischer Dreiecke aus 
der beistehenden Figur abgelesen werden. Und die letiste (für (S3 gel- 
tende) Formel ergiebt sich sofort, falls man nur beachtet, dass der 
Winkel (J, 0) identisch ist mit dem gegenseitigen Neigungswinkel der 
beiden Ebenen Ji^ und xy. Aus diesen Formeln (28.) erhält man nun 
durch Differentiation nach a, ß: 


2% 


(29.) 




+ 1, 


2«.W = o, 


2^^j 


da 

d cc 


= 0, 




sma. 


cosa; 


demgemäss ist nach (12. a): 

u« = + 1, 

(30.) { S„ = 0, 


und ferner: 


U^ = 0, 
58^ = - 
SB^ = — cos «; 


sm a 
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und hieraus folgt sofort: 

(31-) -äT^'ä^ = ""''"''• 

Somit folgt schliesslich aus (27.): 

(32.) ifl--aT = -* '"^«5 

U70i»i^ in evidenter Weise dargethan ist, dass die Differenz l^^ — j^j im 
vorliegenden Fall nicht = ist. Q. e. d, 

§4. 

WiederaufQahme der allgemeinen Untersuohang; wobei allerdings, 
der Einfachheit willen, von Neuem eine gewisse Speoialisirong 

vorgenommen werden wird. 

Wir kehren zurück zu der auf p. 237 genannten allgemeinen Auf- 
gabe. Doch wollen wir bei Behandlung derselben folgende specielleren 
Annahmen eintreten lassen: 

Erstens: der gegebene Körper sei drehbar um einen festen Fund o. 
Und dieser Punct o mag als Anfangspuuct dienen sowohl für das ab- 
solut feste Axensystem {x, y, z), wie auch für das mit dem Körper 
verbundene Axensystem (5, i?, £). Die augenblickliche Position des 
Körpers wird alsdann im Ganzen nur von drei Parametern abhängen^ 
etwa von drei Winkeln a, ß, y. 

Zweitens: Die Massenvertheilm^ des gegebenen starren Körpers sei 
symmetrisch in Bezug auf jede der drei Coordinatenebenen lyj;, gg und 
^rj. Gleiches gilt alsdann selbstverständlich auch von der Oberfläche 
des Körpers, und ebenso von der Begrenzungsfläche seines innern Hohl- 
raumes*). Auch folgt aus der genannten Symmetrie, dass die Axen J, 
ri, i die Hauptaxen des Körpers j und 'ihr Anfangspunct o der Schwer- 
punct des Körpers sein werden. 

Drittens: Von Aussen lier mögen keinerlei Kräfte einwirken, 
weder auf den Körper selber ^ noch auch auf die in seinem Innern ent- 
haltene incompressible FlüssigkeiL 

Das betrachtete materielle System besteht aus zwei Theilen, näm- 
lich aus dem starren Körper St, und der innerhalb S vorhandenen In- 
compressiblen Flüssigkeit Und wir können, falls es uns beliebt, die 
allgemeinen Bewegungs-Gleichungen für jeden dieser beiden Theile 
einzeln aufstellen. Da äussere Kräfte auf das System nichf einwirken 
sollen, mithin alle auf ß influirenden Kräfte dargestellt sind durch 


*) Dieser Hohlraum soll nach wie vor ein mehrfach zusammenhängender sein. 
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den Druck der Flüssigkeit, so erhalten wir [nach den seit EamiUon 
und Jacöbi bekannten allgemeinen Sätzen] für die Bewegung des Körpers 
Ä die Formel: 

(33.) J{ß% + dL)dt=0, 

wo % die lebendige Kraft des Körpers Ä vorstellt, während dL die 
virtuelle Arbeit der auf denselben von der Flüssigkeit ausgeübten 
Druckkräfte bezeichnet. 

Andererseits ergiebt sich für die Betvegung der Flüssigkeit [zu- 
folge der von uns entwickelten Sätze p. 61 — 63] die complicirtere 
Formel: 

(34.) f{df — SL) dt = 0, [vgl (8.) p. 63] , 

wo di dieselbe Bedeutung hat wie in (33.), während f den Ausdruck 
vorstellt: 

(35.) /^= T - 200 - [Aa + Bß^ + Cy], [vgl. (9.) p. 63]. 

Und hier bezeichnet z. B. das T die lebendige Kraft der Flüssigkeit; 
mithin ist: 

(36.) r = 00 + re,! a» + 2 e„ «' ^ + • . • + e„ /«], [vgl. (6.) p. 62]. 

Durch Addition von (33.), (34.) folgt sofort: 

(37.) f(Sf'^d%)dt = 0, 

eine Fortnel, welche das eigentliche Fundament unserer weiteren Unter- 
suchung bilden wird. Um diese Formel (37.) aber wirklich brauchen su 
können, müssen zunächst die in f (35.) und in T (36.) enthaltenen Grössen 
Aj B, C, 6o, Qjk, ihrem analytischen Ausdruck nach, naher uniersucht 
werden. 

Die früheren Formeln (3.) nehmen o£Penbar im gegenwärtigen 
Fall, wo der Körper nur um den festen Punct o drehbar ist, die ein- 
fachere Gestalt an: 

(38.) ij = a5ia;+a3,y +»,;?, y = «,1 + »»ij + S,?, " 

wo die %, S, (£ gegebene Functionen von a, ß, y sind. Gleichzeitig 
mag, ebenso wie damals [vgl. (12. a)], gesetzt werden: 
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2%'-^-^. 2%'-^-^,, 2%'-^-^, 

(39.) ^21, -^ = SSa, etc. etc. etc. etc. 

Bezeichnet man nun mit Euler die sogenannten Drehungen des starren 
Korpers um seine Hauptaxen |, % t respective mit jp, q, r, so ist z. B. 

also mit Rücksicht auf (39.): 

I? = U««' + U^/^ + Uy/, xmd ebenso: 
(40.) q = ^a€c' +5B^/r +»y/, 

Femer erhalten wir für die in (34.), (35.) enthaltenen Grössen 0^, A, 
A, C die Werthe: 

(41.) 00 = Const — flo, [vgl. (17.) p. 242J, 

A = li Ua + ir SB« + Ä"' aSa , [vgl. (22. a, b) p. 244], 
(42.) B = }i U,. + Ä" «^ + A'" aS^ , • 

c =Ä'Uy + A"«y + /raQ3y, 

woraus mit Rücksicht auf (40.) sich ergiebt: 

(43.) Aa -{-Bß^ + Cy = Kp + K'q + Ä"V. 

Dabei bezeichnen Ä^ und K, A", A'" gewisse Cmistanten, die theils von 
der Form des starren Körpers^ oder vielmehr von der Form seines 
innern Hohlraumes, theils von dem Anfangszustande der Flüssigkeit 
(nämlich von x, x', x\ . . .) abhängen. 

Es bleibt noch übrig, die Werthe der in (36.) vorhandenen Coef- 
ficienten 0|i, Q^^, ... zu berechnen. Wir beginnen mit Q^^, welches 
definirt ist durch die Formel: 

die Integration ausgedehnt gedacht über alle Yolumelemente dxdydz 
des Hohlraumes 9i. Dabei sind unter O^ und Og gewisse von $, % ^, 
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a, ß, y abhängende Functionen zu verstehen [vgl. (5. a) p. 239], Dem- 
gemäss erhält man mit Rücksicht auf (38.): 

"ri - "-'«. +'^».+'^ «.. '? - '^«. + 1 8.+ 1 '^' 

-^ — = etc. etc. -5-^ = etc. etc. 

oy dy 

mithin: 

T^~d^~^~dyJJ'^'dJ~dJ~ Tf IT + drf Tif + Tf TT' 
sodass also die Formel (44.) auch so geschrieben werden kaun: 

Die Function 0^ war aber definirt durch die Bedingungen: 
01 stetig im Baume SR, 


(BiO 


^0 ^0t ^0 ^^0 ^''0 ^^0 -n or* 

"^' ~a^' dt ^^^^*^ '^'^^^ äs« + dri^ + "aF""^' imBaumem, 
-^ = A, an cfer Oherflä<ihe vmi SR; [vgl. (B^.) p. 239], 


Um die Bedeutung des hier auftretenden A anzugeben, hat man irgend 
ein Flächeneleinent d6 der den Hohlraum begrenzenden Fläche <y, oder 
(was dasselbe) irgend ein in d6 gelegenes Molecill /x des starren Körpers 
zu markiren, und die Coordinaten dieses Elementes d6 oder Molecüls 
/x in Bezug auf das absolut feste Axensystem mit (x, y, s) zu bezeichnen. 
Alsdann ist: 

(«.) A = ll cos (N, x) + ^/^ C08 (N, y) + 1^ cos (N, z), [vgl (5.) p. 7 *)]. 

Bezeichnet mau die Coordinaten dieses selben Elementes d6 oder 
Molecüls f( in Bezug auf das in Bewegung begri£Pene Hauptaxensystem 
des Körpers mit |, t;, £, so sind ^, % t, Constante\ und gleichzeitig ist 
alsdann nach (38.): 

iß) j; = a,s + s3iij + eig, 

etc. et<'. 
Hieraus aber folgt, weil S, )}, S Constante sind, sofort: 

etc. etc. 


*) Die hier mit x, y, z bezeichneten Coordinaten sind damals |, 17, f ge- 
nannt worden. 
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Ueberdiess ist, was die der Flüssigkeit abgewendete Normale N des 
Elementes äö betrifft: 

cos (N, x) = cos (x, 5) cos (N, 5) + cos (x, rj) cos (N, i^) + etc., 
also mit Rücksicht auf (ß.): 

(d.) cos (N; x) = % cos (N, |) + »i cos (N, i?) + ®i cos (N, g), 

etc. etc. 

Multiplicirt man aber die beiden Formelsysteme (y,), (d.) miteinander, 
und addirt, so erhält man* mit Rücksicht au,f (a.): 

M A-p«, '^) I + (2> i^) , + {^% |5) f] CO. (N, e 

+ etc. etc. etc. 

Die erste der hier auftretenden Summen ist offenbar = [vgl. (11.) 
p. 240]; während die beiden andern die in (39.) angegebenen Bezeich- 
nungen erhalten haben. Somit folgt: 

(g.) A = [0 - aSai? + »«g cos (N, g) 

+ etc. etc., 

oder ausführlicher geschrieben: 

(i^.) A=(»aS-aBai?)cos(N,g)+(aB4-U«Öcos(N,i?)+(Uai?-5Ba6)cos(N,g). 

Ordnet man aber diesen Ausdruck nach U«, ^a, Si^a; so nimmt die 
letzte der Bedingungen (B,.) folgende Gestalt an: 

W |^=Ua[i?cos(N,0-gcos(N,i?)] + »«[?co8(N,g)-gcos(N,ö] 

+ SBa [6 cos (N, ri)'-n cos (N, |)]. 

Aus (Bj.) und (d;) folgt sofort, dass die gesuchte Function 0^ 
in folgender Weise dargestellt werden kann: 

(45.) 01 = Ua 0' + «« 0" + SSa 0'", 

wo alsdann z. B. 0' eine Function von S? ^; g vorstellt, welche den 
Bedingungen zu entsprechen hat: 

0' stetig im Baume 91, 

3<l)' 3<t)' 30' 9«0' 3»0' 3'<J>' _ -, m 


(46.) 


-— oo 1^ COS (N, t) — t cos (N, 1^), an der Oberfläclie von 91. 


ir 

Beachtet man nun, dass der Raum 91 in Bezug auf jede der Ebenen 
^S; ti} iv symmetrisch ist, femer, dass die rechte Seite der letzten 
Formel in (46.) bei einer Vertauschung von 5 i^it — 5 imgeändert 
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bleibt, hi^egen bei einer Vertauschung von iy mit — ri oder von g 
mit — 5 ihr Vorzeichen wechselt, so ergiebt sich sofort, dass die durch 
diese Formeln (46.) definirte Function 0' in Bezug auf | gerade, hin- 
gegen in Bezug auf rj und ebenso in Bezug auf i ufigerade sein muss; 
was angedeutet sein mag durch die erste Formel des folgenden Systems: 

(j)' = 0' (I, näl 
(47.) *" = <D" (I, n, e), 

«f"' = <!>'" (I, n, D- 

Die hier gleichzeitig für 0" und <i>"' gemachten Angaben resultiren offenbar 
in analoger Weise. Diese Formeln (47.) geben sofort auch Auskunft 
über das Verhalten der Ableitungen von 4)', 0", 0"'. So wird z. B. 


(47. a) 




I, 1^, y, 

mit dem Symbol (|, i?, t), 


zu bezeichnen sein. U. s. w. 

Bringt man nun, ähnlich wie früher, für den Ausdruck 

(^'^•) II % + 7a If + ^4 ^at ^'^ Abbreviatur [F, &] 

in Anwendung, so folgt aus (44.): 

(49.) ■ 0,3 = 1 fff^ [<t>„ ^mdndt 

Substituirt man aber hier für 0^ den Werth (45.): 

0^ = Ua0' + ««0" + aB«0'", 

und für 0^ den analogen Werth: 

0,-U^0' + «.^<t>" + 2B/^ <«>'", 
so erhält man: 

(50-)^ p jU„U^///„[«t)',<t)'N|d7,dg+S8„S8^///,,[<t)",<t)"]d|dijdg+ 

Die drei Integrale erster Zeile (noch multiplicirt mit -j, mögen JET, 

Ä^", Ä^'" genannt werden; zugleich mag beachtet werden, dass die drei 
Integrale zweiter Zeile, zufolge (47.), (47. a), sämmtlich = sind: 

l SSSn W ,<i>']dldridt, =iZ', und ///„ W',<t>"'}d%dridt^ = (i, 

SJJ^[<i>"','i>"']d%d7idi=H"', JJf^W,<i>ldidr,di =.0. 


9 

2 
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.Nun ist 0' eine Function von 1,1^,?;, welche den Bedingungen (46.) 
zu entsprechen hat, und durch diese Bedingungen völlig bestimmt ist, 
abgesehen von einem von ^, % t, unabhängigen additiven Gliede. Hier- 
aus folgt, dass die Beschaffenheit der Function <X>\ abgesehen von 
diesem additiven Gliede, völlig bestimmt ist durch die Gestalt des gegebenen 
Baumes ?ft. Und Gleiches gilt daher, nach (51.), z. B. auch von H\ 
Auch ist dieses H' [vgl. (48.)] nothwendig positiv. Jene durch (51.) 
eingeführten Grössen H\ H'\ H'" rejyräsentiren also drei positive Con- 
stanten, deren Werthe völlig bestimmt sind durch die Beschaffenheit des 
g€gä)enen Baumes 9t 

Die Formel (50.) erhält, mittelst (51.), die einfachere Gestalt: 

01, = H' U„ U^ + H'' 9S« »^ + ü"' SB« SB^. 

Analoge Formeln, und zwar mit denselben Constanten H\ i?", W 
ergeben sich für alle übrigen 6^;^; sodass man also folgendes System 
von Formeln erhält: 

etc. etc. etc. 
Denkt man sich aber diese Werthe für sämmtliche Grössen Ö^i, 622, 
Ö33> 62s > Ö31J 612 hingeschrieben, diese Formeln sodann respective mit 
^'2^ p^ y%^ 2/3'/, 2ya\ 2a ß multiplicirt und addirt, so ergiebt sich 
mit Rücksicht auf (40.): 

(53.) [eu«" + 2e.,a'/J' + •••] = R'p* + H"q^ + ^'"r*. 
Femer ist nach (41.) und (43.): 

(64.) 00 = -ff«, 

und: 

(55.) Aa' + B/T + Cy = h'p + r q + h"'r. 

Snbstituirt man aber diese Werthe (53.), (54.), (55.) in (36.) und (35.), 

so folgt: 

(56.) T = + flo + (.ffy + H"q^ + H"'r% 

(57.) f flo + (-ffy + Ji"l' + ^"'*-') - O^'P + '»"2 + *'"»•)• 

Ueberdiess ergibt sich [nach elementaren Formeln der Mechanik] für 
die lebendige Kraft % des starren Köp'pers der Ausdruck: 

(58.) % = K'p" + K"q^ + K'"r\ 

wo Z', K'\ K'" positive Constanten sind, die lediglich abhängen von 

der Gestalt und Dichtigkeit des starren Körpers. Aus (57.) und (58.) folgt: 

(59.) f+% = -H, + (Cy + CW + C"'r«) - {h'p + h"q + h"'r), 
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wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

(60.) C = H' + K, C = Ä" + K\ C" = IT"' + ÜT'". 

Unsere Fundamentalformel (37.) gemnnt somit durch Stibstitution des 
Werthes (59.) die Gestalt: 

(61.) / ä[(6V + C"(Z« + C"V^) ~ (Ä'i) + N'q + Ä"V)] *• dt = 0. 

Nun ergeben sich aber, falls J<^ =s F{p, q, r) eine beliebig gegebene 
Function von p, g, r vorstellt, aus der Formel 

(«.) fdF(p,q,r)'dt.= 

im Ganzen drei Differentialgleichungen^ die man nach Belieben entweder 
in der Form: 

... ' d dF dF dF 


oder in der Form: 


dt dp dq ^ dr 

etc. etc. etc., 


etc. etc. etc. 

darstellen kann, wo z. B. 9[j, $j, (£j die Richtungscosinus der absolut 
festen a;-Aze gegen die drei Hauptaxen £, 17, £ des Körpers yorstellen. 
In der That bildet der üebergang von (a.) zu (ß.) und (y.) nur einen 
speciellen Fall derjenigen allgemeinem Transformation, welche Kirckhoff' 
in sehr eleganter Weise ausgeführt hat. Vgl. Eirchhoff's Vorlesungen 
über Math. Physik, 1876, daselbst namentlich die Formeln (13.) und (15.) 
auf p. 61. Dabei sei bemerkt, dass man, um von jenen Eirchhoff'schen 
Formeln zu den gegenwärtigen zu gelangen, die dortigen Grössen a, ß, 
y, Uf v, to gleich Null zu machen, überdiess aber die Bezeichnungen: 

^, Vy ^9 S> Vf 5; «1» «2? «8? 

respective mit 

S, ^, 5, a:, y, ^, Äi, S5i, 6,, .... 
zu vertauschen hat. 

Mit Rücksicht auf diese Angaben (a.\ {ß,)y (y.) gelangt man nun 
von der Fundamentalformel (61.) aus zu drei Differentialgleichungen, 
die man nach Belieben entweder in der Gestalt: 

2C' ^ = 2(C" - C"')qr - (h"r - h"'q), 
(62.) 2C" ^ = 2{C"' - C')rp - Qi"'p — h'r), 

. 2C"' % = 2(C' - C")pq - {h'q - h"p), 
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oder aber in der Gestalt: 

ai(2C> — K) + ^,{2C'q - r) + 6i(2C"V - Ä'") = {Gonst\ , 
(63.) «2(2C> — A') + »,(2(7"^ — Ä") + ©,(2C"V - Ä'") «= (Co«^^.)2, 

«3(2C> — äO + S53(2C"2 - Ä") + ©3 (2C"V - A'") = (Cons^Os 

darstellen kann, wo unter den {Const.)j drei durch den Anfangszustand 
des Systems sich bestimmende Int^grationsconstanten zu verstehen sind. 
Will man diese Formeln richtig beurtheilen, so hat man vor allen 
Dingen zu beachten, dass die Constanten C, C", C" (60.), ebenso wie 
die früheren H\ H", H"\ K\ K'\ K"\ lediglich abhängen von der Gestalt 
und 'Dichtigkeit des starren Körpers, soime von der Dichtigkeit der Flüssig- 
keit; während andererseits die mit den kleinen Buchstaben ä', &", A'" be- 
zeichneten Constanten ausserdem noch abhängig sind von dem jedes- 
maligen Anfangsisustand der Flüssigkeit, vgl. p. 244. Auch ist bei 
(63.) daran zu erinnern, dass z. B. %^, SSj, S^ die augenblicklichen 
Bichtungs- Cosinus der Körperaxe | gegen die drei festen Axen x, y, z 
vorstellen, uud dass %^, SSg, 6^ und ^, S&^, (£3 analoge Bedeutungen 
haben für die Körperaxen 17 und g. 

Denkt man sich Körper und Flüssigkeit zuvorderst in Ruhe, mit- 
hin die der Flüssigkeit entsprechenden Constanten x, x, x", . . . gleich 
Null, sodann aber den Körper von Aussen her durch irgend welche 
Stösse, oder (besser gesagt) durch irgend welche continuirlich an- 
hebende, mehr und mehr wachsende, aber in einem bestimmten Zeit- 
augenblick tQ wieder erlöschende Kräfte in Bewegung versetzt, so er- 
halten wir auf diese Weise für den Augenblick tQ einen Anfangsmstand, 
bei welchem jene Constanten x, tc, x", . . . ebenfalls noch Null sind. 
Demgemäss werden in diesem Fall die Constanten x, x', x", . . ., und 
die von denselben abhängenden Constanten K, h", A'" bei der weiter 
folgenden Bewegung des Systems fortdauernd Null bleiben. Wir sehen 
somit, dass in diesem Fall die Differentialgleichungen (62.), (63.) völlig 
übereinstimmen mit denen, die für einen massiven starren Körper (ohne 
innere Flüssigkeit) sich ergeben. Auch ist zu bemerken, dass diese 
Uebereinstimmung z. B. stets stattfindet, wenn der die Flüssigkeit ent- 
haltende Hohlraum ein einfa^ch zusammenhängender sein sollte; denn 
alsdann sind die x, x', x", . . ., folglich auch die A', A", 7*'" unter allen 
Umständen Null. 

Denkt man sich hingegen diesen Raum als einen mehrfach zu- 
sammenhängenden, und, während der Körper noch in Ruhe erhalten 
wird, zuvörderst die Flüssigkeit in eine ausserordentlich rapide Bewegung 
versetzt, so werden jene Constanten x, x', x", . . . (respective einige 
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derselben) efwrm grosse Werthe annehmen. Wird nun jetzt der Körper 
von Aussen her durch continuirlich anhebende, und im Augenblick t^ 
wieder erlöschende Kräfte in Bewegung versetzt, so ergiebt sich für 
diesen Augenblick Iq ein Anfangszustand, bei welchem die Constanten 
X, x, x", . . . nach wie vor jene enorm grossen Werthe, mithin die 
von ihnen abhängenden Gonstanten h\ A", Ä'" ebenfalls -enorme Werthe 
haben. Für die weiter folgende Bewegung des Systems erhalten wir 
somit in diesem Fall Differentialgleichungen, in denen die h\ h'\ ä"', 
in Folge ihrer enormen Grösse, gegen die übrigen Glieder der Glei- 
chungen überwiegen, sodass also z. B. die Gleichungen (63.) nahezu 
übergehen in: 

- («>' + »^r + 61 Ä'") = (Const\, 

(64.) ~ («gA' + SB^Ä" + 62*"') = (Consta, 

- («8 Ä' + »«r + (£3*"') = (Const.\', 

woraus folgt, dass in diesem Fall die Hauptaxen (, 17, g des Körpers 
nahezu in Buhe bleiben, also nur in ein leichtes Schwanken gerathen. 
Sind jene Gonstanten x, x', x", . . . enorm gross, oder besser unendlich 
gross, so wird dieses Schwanken oder Zittern der Hauptaxen um so 
heftiger sein, je grösser die dem Körper zuertheilten Anfangsgeschwindig- 
keiten gewesen sind. 

ErganziULf. — In welcher Weise die h', h'\ h'" von den x's abhängen, 
ergiebt sich leicht. So z. B. sind in dem früher betrachteten Beispielt 
wo nur ein % existirte, die K, h'\ K" mit diesen x proportional; vgl. 
(26.) p. 246. Und sind andererseits mehrere x's vorhanden: x, x', x", ..., 
80 wird jedes h die Form besitzen : 

(«.) *h = xc -^ xc -f- ^"^" "f" 

wo c, c\ c\ ... Constanten sind, die lediglich abhängen von der Crestdlt 
des iwneren Hohlraums 91. Dies ergiebt sich leicht ans den Formeln 
(21.) p. 244, falls man dabei nur die Art und M'^eise, in welcher «t)^ zu 
bestimmen ist, berücksichtigt. Denn die Function O^ hat den Be- 
dingungen (Bq.) p. 238 zu entsprechen. Diesen Bedingungen wird aber 
genügt, wenn man 

(P-) *o = ^9o + «'9o + ^^"9^0 + 

setzt, und dabei z. B. unt-er tp^ diejenige specielle Function <t>o versteht, 
für welche x =» 1 und die übrigen x's = sind ; ebenso unter 9^ die- 
jenige specielle Function <t>o, für welche x' ss= l, die übrigen x's aber 
=3 sind; u. s. w. Die in solcher TFeise definirten Functionen 9^, qp^, 
9q, . . . sind alsdann von den x's unabhängig, also Functionen von |, 
17, £, welche nur noch abhängen von der geometrischen Gestalt des ge- 
gebenen Hohlraums. Substituirt man aber für ^^ den Ausdruck (ß.) in 
die Formeln (21.) p. 244, so findet man sofort, dass die Constanten V, 
K\ h'" jene in («.) angegebene Gestalt besitzen müssen. 
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Die Hauptresültate des gegenwärtigen § lassen sich leicht vet'alh 
gemeinem j und lauten alsdann folgendermassen: 

Befindet sich innerhalb eines starren Körpers ein einfach zusammen- 
hängender und mit incompressibler Flüssigkeit erfüllter Hohlrauniy so wird 
der Körper unter dem Einfluss gegebener äusserer Kräfte nach genau 
denselben Gesetzen sich bewegen^ welche für einen gewöhnlichen massiven 
Körper (ohne innere Flüssigheit) gelten. Hingegen werden jene Gesetze 
wesentlich andere sein, wenn der mit FlUssigJceü erfüllte Hohlraum ein 
mehrfach zusammenhängender, und die FlüssigJceit zu Anfang im Innern 
dieses Hohlraums in rapide Bewegung versetzt ist. — Dass die in Rede 
stehenden Gesetze, in dem hier genannten Fall irgend welche Abände- 
rungeU; und bei vehementer Bewegung der Flüssigkeit sehr bedeutende 
Abänderungen erfahren müssen^ hätte man übrigenS; mit Bücksicht 
auf das Phänomen des FesseVschen Rotationsapparates und ähnliche 
Phänomene; a priori voraussehen können. Diese Abänderungen aber 
würden, falls man das Hamütot^sche Priucip nicht in der von mir ge- 
gebenen neuen Form [(B.) p. 5], soudem in seiner gewöhnlichen Gestalt 
[(2.) p. 2] in Anwendung bringen wollte, fehlerhaffcer Weise völlig in 
Wegfall kommen. Und man ersieht daher aus den gegenwärtigen Be- 
trachtungen, wie wichtig die Ersetzung jener gewöhnlichen Form durch 
die neue unter Umständen sein kann. 

§5. 

Befl&nflge Bemerkung über die den Sohwerpunet und die Flftohen- 
gesohwindigkeit betreffenden allgemeinen Frineipien der Ifeehanik. 

Den von DirichUt, Clebsch, Thomson, Kirch^ff, Boltzmann, etc. 
behandelten hydrodynamischen Problemen ist durch die vorhergehenden 
Paragraphe eine neue Gattung von Problemen gegenübergestellt. Man 
könnte die von jenen Autoren behandelten Probleme, bei denen die 
Flüssigkeit ausserhalb des starren Körpers sich befindet, und nach allen 
Seiten ins Unendliche reicht, etwa kurzweg als äussere Probleme, und 
ebenso die hier von mir erwähnten Probleme, bei denen die Flüssig- 
keit innerhalb des starren Körpers, nämlich innerhalb eines in dem 
Körper vorhandeneil Hohlraumes sich befindet, als innere Probleme 
bezeichnen. 

Dass wir bei einem solchen inneren Probleme ein materielles 
System vor uns haben, auf welches die in der Ueberschrift dieses § 
genannten Principien anwendbar sind, unterliegt keinem Zweifel; — 
vorausgesetzt, dass der betrachtete (in seinem Innern die Flüssigkeit 
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enthaltende) starre Körper im leeren Räume sich befindet. Gleiches 
gilt aber auch bei den äusseren Problemen, wie sich leicht zeigen lässi. 

Bezeichnet man nämlich im Fall eines solchen äusseren Problemes 
alle überhaupt in Betracht kommenden , theils dem starren Körper, 
theils der Flüssigkeit angehörenden Molecüle mit Wi, Wg, Wj, . . ., und 
nimmt man, der Einfachheit willen, an, dass auf dieses System keine 
äusseren Kräfte einwirken, so erhält man für die Coordinaten x^^ x^j 
rTg, ... der Molecüle Wj, m^, WI3, ... die Differentialgleichungen: 

nh^^ = + X\ + X\-\- X\-{- . . , . 

(1.) ^ ^ =. XJ + + X» + XJ + . . . . 

»«3^ = XJ + X*+0 +XJ + .... 

etc. etc. etc. 

wo unter X* die iC-Componente derjenigen Kraft zu verstehen isty 
welche das Molecül m^ auf m, ausübt Addirt man aber all' diese 
Differentialgleichungen, so folgt: 

(2.) ^»» S == 0- 

Denn für je zwei im Endlichen liegenden Molecüle nth und m,- ist offen- 
bar X^ + Xa = 0; während gleichzeitig die Kräfte X* respective Xi 
für die unendlidi fernen, also fortdauernd in Buhe bleibenden Molecüle 
als NuU betrachtet werden dürfen. Aus (2.) folgt sofort: 

(3.) • ^m ^ = Const. 

wo die Summation beschränkt werden darf auf diejenigen Molecüle m, 
für welche das -jr nicht verschwindet, d. i. auf die in Beicegung be- 
griffenen Molecüle. Mit (3.) analoge Formeln ergeben sich für die 
y- und j9-Coordinaten ; sodass man also, auf Grund dieser Formeln, zu 
folgendem Satz gelangt: 

Ist ein starrer Körper in Betvegung begriffen im Innern einer mwh 
allen Seiten ins Unendliche reichenden und im Unendlichen ruhenden 
FlüssigJceit, und setist man voraus, dass auf dieses System keinerlei äussere 
Kräfte einunrken, so tvird der Schwerpunct aller in Bewegung be- 
griffenen (theils mm Körper, theils mr Flüssigkeit gehörigen) Molecüle 
in geradliniger Bahn mit constanter Geschwindigkeit fortschreiten. 
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Und in ähnlicher Weise wird man offenbar finden, dass für das hier 
betrachtete materielle System auch die sogenannten Flächensätge Giltigkeit 
haben. Nur hat man dabei wiederum nicht von sämmtlichen Molecülen 
des gegd>enen Systems, sondern von den in Bewegung begriffenen Mole- 
cülen desselben mi sprechen*). 

Das Wesentliche der gegenwärtigen Betrachtung besteht nämlich 
darin y dass man z. B. die Formel (3.) nicht nach der Zeit integriren 
darf. Denn sonst würde man auf der linken Seite den Ausdruck 

d. i. eine vöüig unbestimmte Grösse erhalten. 


§6. 

Die Uebereinstimmung der ans dem Hamilton*sohen Prineip 
abgeleiteten Formeln mit den Anforderungen des PrinoipB der 

lebendigen Exaft. 

Man kann den Ausdruck (9.) p. 63: 
(1.) f= T—W— 200 — (Äa + JS^-I ) 

in drei Theile zerreissen: 

(2) f-fo+fi + f., 

welche in Bezug auf die a, ^; . . . homogene Functionen sind respective 
von der 0**^, 1*®'* und 2**° Ordnung. Alsdann ist offenbar: 

(3.) n {Aa+Bß;+----\ 

f^^T— e,, mithin z. B.: ^ — /j -= T + F. 

Dies Torangeschickt, bilden wir nun die in Wirklichkeit von der FlOsaig- 
keit auf die anliegenden Membranen ausgeübte Arbeit dL, (nicht die 
virtuelle Arbeit SL). Diese wirkliebe Arbeit dL hat nach (7.) p. 63 
für ein unendlich kleines Zeitelement dt den Werth: 

(4) dL — L^da + L^dß r| 

Hieraus folgt sofort: 

(5.) ^ — A^7 + A^ H i,a + Z,j^+ •• •, 


*) Die hier für diese Sätze mitgetheilten resp. angedeuteten Beweise lassen 
hinsichtlich ihrer Strenge Manches zu wünschen übrig. Doch wird man leicht die 
strengeren Beweise finden können. 

17» 


260 Beiläufige Bemerkungen. 

oder falls man für L^, L^,.., ihre Werthe (10.) p. 63 einsetzt: 
/a\ dL fdf d df\ / , 

(^•) "S7 = (a'ä - dl ä^ j « + • • • • 

Sollen nun unsere allgemeinen Fontieln (p. 61 — 63) mrlclich richtig sein, 

so miLSS der soeben mittelst dieser Formeln erhaltene Werth von ^ (6.) 

identisch mit demjenigen sein, welche durch Anwendung des Princips 
der lebendigen Kraft (p. 37) sich ergiebt, also identisch sein mit 

dem Ausdruck: — - -~ — ^• 

Ott 

In der That werde ich zeigen, dass der eine Werth in den andern 
sich transformiren lässt. Aus (6.) folgt: 

a) §-(l^«'+-) + (g."+-)-Ä(^^'+-)' 

oder was dasselbe ist: 

(8) ^j'-=^/_i/i/:«' + ...v 

^^'^ dt dt dtyd^'^ ^ ) 

Nach (2.), (3.) ist aber f=Ü + fx-\-U, wo /i, /;, f^ homogene 
Functionen von a\ ^, . . . sind, respective vom 0**", 1**^** und 2*®** Grade. 
Demgemäss kann die Formel (8.) offenbar auch so geschrieben werden: 

/QN dL _ dcz-Q + A +/;) d{f, + 2 /;) 

^^'f dt dt '" dt ^ 

oder mit Rücksicht auf (3.) auch so: 


8'- 

AnalytiBohe Umgestaltungen der in den Formeln des Hamilton*80hen 
Frinoips auftretenden, sohon in g 1 p. 287 besprochenen Differenzen'^). 

Bezeichnet man^ wie bei firüherer Gelegenheit, die Differenz 


(dA _ dB\ 

\ap da) 


mit 6^2- 


W ^^~ d(i da' 


*) Wie bereits p. 237 bemerkt wurde, habe ich mich lange Zeit hindurch 
bemüht, za beweisen, dass diese Differenzen =» seien; was in Wirklichkeit nicht 
der Fall ist. Die mancherlei Umgestaltungen, welche ich bei jenen Bemühungen 
für die genannten Differenzen gefunden habe, und welche vielleicht für spätere 
Gelegenheiten von Nutzen sein könnten^ erlaube ich mir im gegenwärtigen § kun 
anzugeben. 
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so ist nach (%,) p. 73: 

(IL) G, = , \J^ jjf^ '-^ dxdyäz - Ifff^ 1^» dxdyd.], 
ferner nach (r.) p. 73: 

(in.) e. - ,//. [^" B - ?^ a] ... 

Hieraus folgt weiter mittelst der Gleichungen {n.)y (q,) p. 73: 
(IV.) G,-^Q ff^ [(<t)o, 0.)B - (00, <D,)A]rftf. 

Nun ist aber nach (d.) p. 69 z. B.: 

WO das Integral linker Hand «= ist; wie sich solches mittelst der 

Transformation (f.) p. 42 und mit Rücksicht darauf, dass -^ = i«t 
[vgl. (Bq.) p. 39], leicht ergiebt. Somit folgt aus (IV.): 

Beachtet man ferner, dass A «= -^ und B = -^ ist [vgl. (Bj.) und 
(Bs,.) p. 39], so folgt aus (IIL): 

(v>-) o. - > IL [^ I& - 1 '^'1 ^'^ 

Mittelst der Transformationsformel {y.) p. 41 ergiebt sich aber z. B.: 

Und mit Rücksicht auf diese beiderlei Umgestaltungen ergiebt sich aus 
(VI.) einerseits: 

(VIL) G, = 9 XCC [(^, 0.) - (1^, 0.)] rf.;rfy.i., 
und andererseits: 

(vm.) ö. -»//.[*. Ä ("•)-*. aT, f^)] ■"■ 

Eine besonders einfache Gestalt für dieses G^ ergiebt sich schliesslich 
aus der Formel (III.)- Nach (d.) p. 69 ist nämlich: 
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hieraus folgt durch Differentiation nach ß, und mit abermaliger Be- 
nutzung der Formel (d.) p. 69: 

Subtrahirt man aber diese Gleichung von derjenigen, welche aus ihr 
durch Vertauschung von a, A mit ß^ B entsteht^ so erhält man eine 
Formel, mittelst deren der Ausdruck (III.) folgende Gestalt gewinnt: 

(IX.) G, = , [/„ XC *oBd<T - /^ ff^ <P,^d0} 


Einige sicli ansehliessende Betrachtungen über die Probleme der 
elektrischen nnd namentlich der magnetischen Indnction. 

§ 1. 

Das elektrostatische Froblexn für zwei Engeln. 

Man kann dieses Problem im Ganzen genommen nach vier ver- 
schiedenen Methoden behandeln^ nämlich: 

Erstens nach der Poissonsclum MetJiode, unter Anwendung der 
ge wohnlichen Polarcoordinaten; wobei zu bemerken ist, dass diese Me- 
thode nur auf den Fall anwendbar ist, dass Tceine äussern Kräfte in- 
fluiren. , 

Zweitens nach der von Thomson und Liouville angegebenen Me- 
thode der redprocen Radien, Diese Methode, von welcher namentlich 
auch Dirichlet in seinen Vorlesungen Gebrauch gemacht hat, bestehf 
im Wesentlichen darin, dass man die beiden gegebenen Kugelflächen 
mittelst der Theorie der reciproceu Radien in zwei concentrische Kugel- 
flächen verwandelt. 

Drittens mit Hülfe der Thomson^sdien Spiegelpuncte; wobei man 
alsdann nach Belieben entweder der gewöhnlicJien Polarcoordinaten, oder 
aber (was vortheilhafter sein dürfte) der dipolaren CoQjrdinaten sich be- 
dienen kann. 

Viertens endlich kann man das Problem lösen allein durch An- 
Wendung der dipolaren Coordinaten, ohne irgend welche weiteren 
Hülfsmittel. Diese letzte Methode, welche vielleicht unter allen die 
einfachste ist, dürfte wohl zuerst in meinem Werke von 1862 an- 
gegeben worden sein. 

In diesem Werke (üeber den stationären Temperaturzustand in 
einem homogenen Körper, welcher von zwei nichtconcentrischen Kugel- 
flächen begrenzt wird, Halle,. 1862), habe ich nämlich sowohl die 
dritte wie auch die vierte Methode exponirt, die eine unter dem Namen 
der j^geometrischen^^, die andere unter dem der analytischen Melhodef', 
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Doch lässt die dort von mir gegebene Darstellung Manches zu wünschen 
übrig. Und demgemäss benutze ich die gegenwärtige Gelegenheit^ um 
speciell jene vierte Methode von Neuem, und in möglichst übersicht- 
licher Gestalt mitzutheilen. Dabei werden, hinsichtlich der dipolaren 
Coordinaten, nur die wenigen und einfachen Kenntnisse erforderlich 
sein, welche im gegenwärtigen Werk p. 97 — 110 deponirt sind. 

Wir beginnen mit folgender vorbereitender Aufgabe: Irgend eine 
Kugelfläclie des dipolaren Systems vom Parameter -9* sei in unWcührlicher 
Weise mit Masse belegt; und zwar sei die Dichtigkeit 17 dieser Belegung 
für jeden Punct (^, ft, 9, tp) der Kugelfläche von folgendem Werth: 

(1.) , u-.^J'x,(^,9),'), 

wo Xn(ft, (p) die allgemeine KugelfunMion n^' Ordnung**) vorstellen 
soll. Es soll die Gesammtmasse 3Ä dieser Belegung berechnet werden, 
und ebenso auch das von ihr auf irgend einen äussern oder innem Punct 
{^17 (h> 9i; ^1) öw<5gf6Mfefe Potential U = ?7(^i, f^i, 9i, ^1). 

Bezeichnet man das bei ('&; f^; 9>; ^) gelegene Oberflächenelement 
der gegebenen Kugel mit dö, femer die reciproce Entfernung dieses 
JBlementes vom Puncte (^j, fi^, ^j, ^j) mit T, so ergiebt sich: 

(A.) dö = ^^'^f ^^ , [nach (32.) p. 108J, 

•(B.) T = ?^^^ ^"^e±^(^~^.)P, (cos y), [nach p. 1 10], 

wo das Vorzeichen + in jedem Falle so zu wählen ist, dass der Ex- 
ponent negativ wird. Gleichzeitig ergiebt sich: 

(D.) P = U{»„ ii„ip„ V.) = // Tnda. 

Substituirt man hier für t), d6, T die Werthe (1.), (A.), (B.) und lässt 
man gleichzeitig in (C.) für den daselbst eingeklammerten Factor die 
Entwicklung eintreten: 


-L = J'c±i^*P,(^), [vgl. p. 110], 


*) Wir setzen durchweg fi f£lr cos lo. Auch sollen im gegenwärtigen § 
die Summen stets von ti sa o bis n »» cx) ausgedehnt gedacht werden. UeberdieBs 
wird, wie früher, die Zahl n 4* i häufig mit N bezeichnet werden. 

**) Es ist also X^ (/i, 9) dieselbe Function, welche von Laplace mit Y^ (ji, qp) 
bezeichnet wird. 
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80 erhält man: 

3» = 2o//(^c±**P.(;t)) (^X,(,i, <p))diid,p, 

UiK M., V»,, *i) -= y^ // ( J'ei^'^-^-'P» (cos y)) (^X, (m, <p))d(idip. 

und hieraus folgt mittelst der bekannten Eigenschaften der Kugel- 
functionen: 

(2.) ' a« = 2a^^e±**X»(l,0), 

(3.) U{»„ (^„ ipy, t,) = V^^ ^ e±*(*-*.)X,(^, <pj, 

wo ebenso, wie in den früheren Formeln, die Vorzeichen + stets so 
zu wählen sind, dass die Exponenten negativ werden. Hiermit aber 
ist die gestellte Aufgabe absolvirt. 

Erlänternng. — Das in (B.) eingeführte cos y hat offenbar die Be- 
deutung : 

(a.) COS y = ^^1 4- "j/l — jit» -j/l — ^l cos (9 — ip^). 

Demgemäss ist nach den bekannten Integral-Eigenschaften der Kugel- 
functionen : 

^^'^ ff^'' ^^^^ ^^ ^" ^^' 9)^/*^9 = If ^« (/*i y 9>i); 

die Integration ausgedehnt gedacht über die ganze Kugelfläche, d. i. über 
fi =3 — 1 ... -|- 1 und 9 ■» ... 2 ff. Dabei steht wiederum N zur Ab- 
kürzung für n -|- ^. — Bringt man jetzt aber diese allgemeine Formel 
(b.) auf den speciellen FcUl: fi^ »» 1 in Anwendung, so wird cosy >» (i, 
mithin : 

M ffPn((l)Xn{(l, g>)d(ld(p = -^ Xn(l, 9l); 

WO offenbar tp^ beliebig ist, also z. B. auch = gesetzt werden darf. 
In solcher Weise entsteht das in (2.) aufgeführte X^(l, 0). 

Bei der Behandlung des elektrostatischen Problems werde ich 
hauptsächlich ütoei Aufgaben in Betracht ziehen, auf welche sich als- 
dann alle übrigen Aufgaben leicht zurückführen lassen. 

§ 2. 

Srste elektrostatische Aufgabe. 

Wir wollen uns jetzt irgend zwei Eugelfläcben des dipolaren 
Systems markirt denken, mit den Parametern -O* = r und -9* = iTq, von 
denen die eine den Pol A{^ ^= c»), die andere den Pol Ä{^ = — 00) 
umschliessen mag; sodass also 

(4.) X «CS pos. und Xq ■= neg. 
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ist. Gleichzeitig mögen unter q, q^ und f folgende positive ächte Brüche 
verstanden werden: 

(5.) 2 = e-^, 3o = «S /"—««o"^'"^- 

Dass diese den gegebenen beiden Kugelflächen zugehörigen Constanten 
q, qQ und f sehr einfache und anschauliclie geometrisclie Bedeutungen 
haben, ist früher gezeigt worden. Vgl. (<y.) p. 205. 

Diese Kugeln (r) und (tq) mögen nun zwei isolirte Metallkugeln 
sein. Wir wollet^ annehmeti, dieselben seien, ohne Influenz äusserer 
Kräfte, bis zu irgend welcJien gegebenen Spannungen (Potentialwerthen) 
C und Cq mit EUktricität geladen. Es sollen diese Ladungen^ d. t. die 
Dichtigkeiten ri und tjq der betreffenden elektrisctien Belegungen näJier 
bestimmt werden. 

Da keine äusseren Kräfte influiren sollen ^ so werden die noch 
unbekannten elektrischen Belegungen symmetrisch sein in Bezug auf 
die Centrallinie der beiden Kugeln. Bezeichnet man also irgend zwei 
variable Puncte aitf der einen und andern Kugelfläche mit (r, fi, q>y ^) 
und (tq, /io, 9>oj ^o)* s^ werden jene Dichtigkeiten ti und ly^ unabJiängig 
sein von den Azimuthen 9 und <Pq. Und. demgemäss machen wir fQr 
fl und tIq die Ansätze: 

(6-) _ 

wo die A und B unbekannte Gonstanten vorstellen. Zufolge der vor- 
angeschickten allgemeinen Formeln (1.), (2.), (3.) haben alsdann die 
Gesammtmassen 97! und 3Rq der beiden Belegungen^ und die von ihnen 
auf irgend einen Raumpunct (d-^, /ij^^ (p^j 1|;^) ausgeübten Potentiale ü 


und Uq die Werthe: 


3» = 2a2- V ^^'^'i« = 2a ^ ' " q^A^, 
(7.) "^ ^ 

3»o = 2a2;^^"^-i^n =2a^^-^q^B., [vgl. (5.)], 

und ferner: 

U = C7(*u f^i, <Pi, V-x) = 1/^^^ y e±*('-*.) J,P,(,tO, 
(8.) 

WO die Vorzeichen + bei jeder Lage des variablen Punctes (d*, , fi^y 
9i7 ^1) 3^ ^u bestimmen sind, dass die Exponenten negativ werden. 
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Lässt man also z. B. diesen Punct innerhalb der Kugelfläche (r) sich 
befinden, so wird [vgl. (4.)] ^i> t> Xq, und folglich: 

(8. a) 

Die Summe dieser beiden Potentiale repräsentirt aber das elektrische 
Gesammtpotential in jenem innern Punct (-d*!, /i,, 9)1, ^J; und dieses 
soll den gegebenen consta.nten Werth C besitzen. Es soll also sein: 

d. i. 

-^ + :^^ = ~^C2^'"^Pn(i^d, [vgl.(35.a,b)p.ll0]. 

Und diese Formel gewinnt durch Substitution der Werthe von Uy Üq 
(8. a) die Gestalt: 

Hieraus aber folgt, weil die Gleichung für beliebige Lagen jenes inneren 
Punctes (d'i, ft|, (p^y ^1) stattfinden soll, sofort: 


*2 7t 


also mit Rücksicht auf (5.): 

Eine jsweite Gleichung (Fq.) zur Bestimmung der Constanten A, B 
wird sich offenbar dadurch ergeben, dass man den Punct (^j, fi,, 9>i^^i) 
nicht in das Innere der Kugel (r), sondern in das Innere der Kugel 
(r^) versetzt. Diese zweite Formel (Fq.) muss mit der schon auf- 
gestellten Formel (F.) analog sein, nämlich aus dieser entstehen durch 
Vertauschung der q, C, Ä und g^, Cq, B. Sie wird also lauten: 

Berechnet man jetzt aus diesen beiden Formeln (F.) und (Fq.) die 
Werthe der Ä und B, so findet man sofort: 

(9-) 


p J;2_ _0 * ^^ 
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wo f die in (5.) angegebene Bedeutung hat. Substituirt man schliess- 
lich diese Werthe (9.) in (6.) und (7.), so erhält man: 

^0 = ^X^^ -^- .^-i\rgo^n(/*o), 


(10.) 




4wa "*^ 1 _ /-^^ 


und femer: 


(11.) 


i~r 

2.V 


_ SN 

2xV 


9K = 2« V ^- ^^^ ^ 


I" ^if 

Diese Formeln (11.) können auch so geschrieben werden: 

WO alsdann a, ß^ y die Werthe besitzen: 

« = + 2« ^' -^ 


1 __ Z"»^' 


(13.) ^ = _2aJ'^-^, 

SAT 

DenÄ^ man sich also zwei Metallktigeln, ohne Einwirkung äusserer 
Kräfte, bis zu gegebenen Spannungen C und C^ geladen ^ so tverden äie 
Dichtigkeiten rj, r^fy utid die Massen 3Ä, 3Äo der auf den Kugeln vor- 
Juindenen elektrischen Belegungeti die in (10.) und (11.) atigegebenen 
Werthe besitzen. 

Auch unrd tnan die Potentiale U und Uq, welche diese Belegungen 
einzeln genotmnen auf irgend welchen Eaumpunct (-O-j, /ij, y^, V'i) besitzet^, 
sofort anzugeben im Stande sein. Denn diese Potentiale werden dargestellt 
sein durch die Formeln (8.), sobald man darin für die Constanten A und 
B die WertJie (9.) substituirt hat. 


•) Da q, Qqj f positive ächte Brüche sind [vgl. (5.)], so folgt aus (13.) sofort, 
dass «, y stete positiv sind, hingegen ß stets negativ. Dies hätte übrigens a priori 
erschlossen werden können ans einem gewissen von mir aufgestellten allgemeinen 
Satz. Vgl. die Berichte der Kgl. Sächsisch. Ges. der Wissen, vom April 1880, 
daselbst p. 36. 
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§3. 
Zweite elektrostaüsclie Aufgabe. 

Es sollen di^enigm elektrischen Belegtingen berechnet werden, welche 
auf den beiden Metaükugeln (t) und (r^) inducirt werden durch einen 
äussern elektrischen Massenpunct tttg (^21 /*2? 9«; ti)- Dcdm soll voraus- 
gesetzt sein, dass die beiden Kugeln zur Erde abgeleitet sind. 

Da jener Punct VX^ ausserhalb der beiden Kugeln liegen soU^ so 
wird seine «d'-Coordinate ihrer Grösse nach zwischen den Parametern 
T und Xq der beiden Kugeln liegen; sodass also [vgl. (4.)] die Relation 
stattfindet: 
(14.) r>^^> r^. 

Setzt man also: 

(15.) g «« c^»~* und g^ = ^«-^^ . 

so sind g und g^ positive ächte BrücJie, Von diesen Brüchen, ebenso 
wie von den schon früher angegebenen Brüchen q, q^ f soll weiterhin. 
Gebrauch gemacht werden zur Abkürzung unserer Formeln; wobei die 
Relationen zu bemerken sind: 

(16.) gg^ = qq^ = /*, [vgl. (5.)]. 

Bezeichnen wir zwei variable Puncte auf den beiden Kugelflächen 
(t) und (tq) respective mit (r, ft, 9, ^) und (tq, /i^, q)^, tlfo), und machen 
wir für die Dichtigkeiten 17 und tj^ der beiden unbekannten elektrischen 
Belegungen in diesen Puncten die Ansätze: 

(17.) ^^ 

WO die Xn und Yn noch unbekannte Kugelfunctionen n^ Ordnung 
vorstellen y so lassen sich die Gesammtmassen Wt und 3JIq dieser Be- 
legungen und die von denselben auf irgend einen Raumpunct (ß-^, ft^, 
9i? ^1) ausgeübten Potentiale U und U^ sofort angeben auf Grund 
der allgemeinen Formeln (1.), (2.), (3.). Man erhält: 

(18.) ■* ^ 

aWo •= 2a2' ^ e^'^' Yn{l, 0) = 2a ^ ^ q^ r,(l, 0), 
nnd ferner: 

(19.) _ 

üo = üo(*i, f*i, 91, i>d =1/*-! 2^ 5v"c±*'(»o-*.' r»(^j, 9,), 
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WO die Vorzeichen so zu bestimmen sind, dass die Exponenten negcUiv 
werden. Liegt also z. B. der Punct (-ö-j, fij, 9)1, V'i) innerhalb der Kugel- 
fläcJie (r), ist mithin ^j > r > r^,, so ergiebt sich: 

(19. a) _ 

Für jeden solchen innem Punct (-ö-j, ft^, y^, ^j) muss aber (weil die 
Kugeln zur Erde abgeleitet sind) das elektriscJie Gesammtpotential = 
sein, d. h. die Gleichung stattfinden: 

(20.) Cr+üo + in,T,, =0, 

WO T21 die reciproce Entfernung des gegebenen elektrischen Massen- 
• punctes ntj (ß'27 f4> 9^2; ^2) "^^n jenem ionem Puncte (d'^, ft^, y^, ^J vor- 
stellt. Diese Gleichung aber nimmt, falls man für Z7, Uq die Werthe 
"1(19. a) und überdiess für T^j die Entwicklung: 

(21.) T« = i^Ä NVv(*,-,,.)p^ (eos y), [vgl. p. 1 10], 

substituirt, eine Gestalt an, aus der sofort sich ergiebt: 

^ (e^^Xniii,, spj + e^*o r.(^^, <p^)) + "^ «AT^.p, (co8 y) ^ 0. 

und diese Gleichung kann, falls man mit e~^^* multiplicirt, und die 
Grössen gr, g^ (15.) einführt, auch so geschrieben werden: 

(P.) Z, (^. , g>,)g-y + r, (ct, , <p,)< ^ ^ P- (cos y). 

Versetzt man nun andererseits den hier benutzten variablen Punct 
(-9*1, fii7 9>i; ^i) in das Innere der andern Kugel (r^), so wird man eine 
ßfveite Gleichung (F^.) erhalten, welche aus (F.) dadurch entsteht, dass 
man die Grossen ^, X mit ^q, Y vertauscht, und welche also lautet: 

(FoO r. ((i, , 9,,)<77'^ + X. i(iy , g>,)g'' = - ^^^^ ^ P, (cos y). 

In air diesen Formeln hat das cos y, wie aus (21.) ersichtlich ist, die 
Bedeutung: 

(22.) cos y = fti ^ + Vi — ^l V 1"^72 cos (q), — y^); 

uqd dem entsprechend soll weiterhin gesetzt werden: 

f23 ^ cos * = ftftg + y 1 __ ^2 |/i _ ^2 cos (9 — 92); 

cos *o = /*o^ + V^— K 1^1 — ^l <^os (9o — %)• 


.«iv 
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Die Formeln (F.), (Fq.) sind von demselben Habitus wie die 
früheren Formeln (F.), (F^.) p. 267, und liefern daher durch Auflosung 
nach den X und Y folgendes Resultat: 

X,(^„ <pO ^y^ f^ P„ icosy) l^ g", 

r,(^, <pO = - 5# ,^ P. (cosy) \=^ gl 

Hieraus folgt, wenn man die heliebigen Variablen fi^, q)^ in der einen 
Formel mit /i, (p, in der andern mit fi^, 9^ bezeichnet, und dabei die 
Notizen (22f.), (23.) beachtet, sofort: 

X, (^, „) = - Bf J^^ f^ '-- ^,- ^-P. (cos ö), 
(25.) ~ ^,^ 

Substituirt man schliesslich diese Werthe (25.) in die Formeln (17.), 
(18.), so erhält man: 

(26.) '"'*' _^i-^' 

und ferner: 

_ 1 — 0** 

Betrachtet man also diejenigen elektrischen BeUgungeny welche auf 
den beiden Kugeln inducirt werden durch einen äussern elektrischen Massen- 
punct Tti2(d'2y fi^, q>2} '^2)) ^'wfer der Voraussetzung, dass beide Kugeln zur 
Erde abgeleitet sind, so werden die Dichtigkeiten % ti^ tmd die Gesammt- 
nMSsen 9K, ^JIq dieser Belegungen die in (26.), (27.) angegebenen Werthe 
hohen. Dabei repräsentiren q, q^, f, ferner g, g^ und cos ä, cos S^ dis 
in (5.), (15.), (16.) tmd in (23.) angegebenen Abbreviaturen. 

Audi wird man die von diesen elektrischen Belegungen auf irgend 
welchen Raumpunct {d-^, (i^, y^, ^1) ausgeübten Potentiale U und Uq sofort 
anzugeben im Stande sein. Denn es sind diese Potentiale durch die 
Formeln (19.) dargestellt, sobald man darin für die Functionen X, und 
Yn ihre Werthe (24.) substituirt hat. 


n — '^''IVa' " ^ -r:3s Ng^'P.icosS), 
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§4. 
Die übrigen elektrostatischen Aufgaben. 

Dass alle übrigen^ die beiden Kugeln betreffenden elektrostatischen 
Aufgaben auf die soeben absolvirten beiden Fundamentalaufgäben re- 
ducirbar sind; ergiebt sich leicht, und mag durch folgendes Beispiel 
erläutert werdeu. 

Die beiden Metallkugeln mögen isolirt sein, und tnögen, u?ahrefid sie 
der ifiducirenden Einmrhmg eines gegebenen elektrischen Massenpunctes 
^('^2; 1^*2? 9^2; ^a) ausgesetzt sind, (durch Hineinbringen irgend welcher 
positiven oder negativen Elektricitätsmengen) bis zu gegebenen Span- 
nungen C und Cq geladen werden. Es sollen die Dichtigkeiten % % und 
die Gesammtmassen 9K, 3Rq der unter diesen Umständen auf den beiden 
Kugeln sich etablirenden elektrischen Belegungen naher untersucht werden. 

Man kann die Lösung dieser Aufgabe unmittelbar erhalten durch 
Superposition der Lösungen der beiden früheren Aufgaben ^ d. i. der 
ersten und zweiten Aufgabe (§ 2 und § 3). Bezeichnet man nämlich 
die Lösung der ersten Aufgabe für den Augenblick mit rf, ?jo; 3R', 
SR'o, V\ Uq und die der zweiten mit rf\ tJQ, W, üRo, ü'\ Üq, so er- 
hält man als die Lösung der gegenwärtigen Aufgabe die Formeln: 


(28.) 

und: 
(29.) 


.i?o = % + V'ö, 


m = w + w, 

2Ro = 9Ko + 9K'o'; 


U=ü' -i- ü", 

üo = tr^ + üö', 
wie solches leicht zu verificiren ist. 


§5. 
Ueber die Theorie der magnetischen Induotion. 

Die früher behandelten hydrodynamischen Probleme können der 
Hauptsache nach reducirt werden auf die Berechnung des Geschwindig- 
keitspotentials 0. Für dieses letztere erhielten wir mit Leichtigkeit 
die Formel [p. 118]: 

(X.) = >^ ^(Ane^^ + Bn^'^nPnifl), 

nasO 

wo /t «= cos o und ^ = n + i ist. Ebenso ergaben sich mit Leichtig- 
keit für die hier vorhandenen unbekannten Coefficienten An, Bn zwei 


(Z.) 


®., (n = 0,1,2,3,....), 
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Systeme von Gleichungen [(10. a, b) p. 121], das eine von der Form: 

I «o,A-x + B.^, + C^^.l („ = 0,1,2,3,....), 

das andere von derselben Form: 

wo die Q, B, c, b, c, f, g und 81, 85, ®, 3), (£, g, ® gegebene Grössen 
vorstellen. Schwierigkeiten bereitete uns nur die Auflösung der beiden 
Systeme von Gleichungen, und zwar hauptsächlich deswegen, weil diese 
Gleichungen scheinbar zur Bestimmung jener Gonstanten An, Bn un- 
zureichend sind*). Ausführlicher geschrieben, lauten nämlich z. B. die 
Gleichungen des Systems (Y.) folgendermassen: 

(joO (0 + bo A + Co A) + (0 + t,B, + foJBO = 90, 

(yr) (loi A + \A + Cx-4,) + (lb,Bo + c,Bi + \,B^) = 9„ • 
(y,.) (20,^1 + b,^, + C2-43) + (2b,JB, + e«B, + f^JB«) = fl„ 
(y^.) ^ (SOaA + 63-^8 + C3^,) + (3b3B, + CsJ», + fs^J - 08, 

etc. etc. etc. 

und in analoger Weise werden die einzelnen Gleichungen (z^.), (zj.), 
(zj.), (Z3.), .... des Systems (Z.) sich darstellen. 

Wären nun die beiden Anfangsconstanten A^j B^ bekannt, so könnte 
man successive zuerst A^, B^ aus den beiden Gleichungen (y^.), (z^,.), 
sodann -ig» B^ aus (yi«), (z^.), sodann A^, B^ aus (yg.), (z^.) berechnen. 
U. s. w. U. s. w. Jene Anfangsconstanten A^^ Bq sind aber unbekannt] 
und es scheinen daher zur wirklichen Bestimmung der A, B noch zwei 
Gleichungen zu fehlen. Diese beiden noch fehlenden Gleichungen 
werden durch den Umstand ersetzt, dass die für das Geschwindigkeits- 
potential geltende Entwicklung (X.) convergent sein muss. 

Der reguläre Weg zur Berechnung der A, B würde demgemäss 
etwa folgender sein: Man nehme zuvörderst Aq, B^ willkürlich an, und 
bestimme, mittelst der Gleichungen (Y.), (Z.), die Grössen A^, B^, A^, 
B^y etc. etc., allgemein An, Bn als Functionen von Aq, Bq. Sodann be- 
stimme man schliesslich die in diesen Functionen An, Bn enthaltenen 
willkürlichen Constanten -4^, Bq der Art, dass die Reihe (X.) convergirt. 

Die wirkliche Verfolgung dieses Weges erschien mir von so ab- 
schreckender Schwierigkeit, dass ich denselben zu betreten nicht ver- 

*) Wie solches früher schon besprochen ist für einen gewissen apecieUeren 
Fall, vgl. p. 122, 128 

Neamann, Hydrodynamische Untenuohungen. 18 
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sucht habe. In der That habe ich die in Rede stehenden hydrodyna- 
mischen Probleme, abgesehen von einem ganz speciellen Fall (p. 122 
bis 127), nach einer tvesentlidh andern Methode behandelt 

Auf genau dieselben Schwierigkeiten stosst man nun aber auch 
in andern Gebieten der Mathematischen Physik, wo es weniger leicht 
ist, dieselben durch andere Methoden zu umgehen, so z. B. in der 
Theorie der Ausbreitung des elektrischen Stromes innerhalb eines von gwei 
Kugelflächen begrenzten ConductorSy und ebenso in der Uieorie der magne- 
tischen Indtidion zweier Kugeln. In der That handelt es sich auch in 
diesem Fall, wie sp.äter gezeigt werden soll, um die Auflösung zweier 
Systeme von Gleichungen von der Form (Y.), (Z.); sodass also zur 
unrklichen Bestimmung der A, B wiederum noch zwei Gleichungen zu 
fehlen scheinen. Und diese beiden noch fehlenden Gleichungen finden 
wiederum ihren Ersatz durch gewisse in der Natur des Problems liegende 
Coi^vergenzbedingungen. 

Chwolson*) irrt, wenn er die beiden noch fehlenden Gleichungen 
dircct hinstellen zu können glaubt. In der That sind die beiden von 
ihm zur Vervollständigung der Syteme (Y.), (Z.) hingestellten Glei- 
chungen völlig illusorisch, nämlich nichts Anders als eine unmittelbare 
Consequenz aus jenen Systemen (Y.), (Z.). Und demgemäss dürfte 
z. B. auch die von Chwolsony auf Grund dieser Gleichungen, ausgeführte 
numerische Rechnung des sicheren Fundamentes entbehren. 

* Um näher hierauf eingehen zu können, mag zunächst an die aü- 
gemeine Theorie der magnetischen Indudion erinnert werden. 

Es handelt sich bei der Poisson'Bchen Theorie um die Ermitte- 
lung desjenigen magnetischen Zustandes, welcher in einem magnetisir- 
baren Körper ^ (der z. B. aus weichem Eisen bestehen kann) durch 
äussere magnetische Kräfte inducirt wird. Das gegebene Potential 
dieser äusseren Kräfte mag V heissen, und kurzweg das inducirende 
Fotential genannt werden. Die Frage nach der Beschaffenheit jenes 
magnetischen Zustandes zerfällt der Hauptsache nach in zwei Theile, 
nämlich erstens in die Berechnung der in dem Körper ^ inducirten 
magnetischen Momente a, /3, y^ und zweitens in die Berechnung des- 
jenigen Potentials Q, welches der Körper seinerseits, nach Eintritt des 
in Rede stehenden magnetischen Zustandes, auf äussere und innere 
Puncte ausübt. Dieses Potential Q pflegt das inducirte Potential genannt 

*) ChwoUon: Ueber das Problem der magnetischen Induction auf zwei Kugdn, 
Schlömilch's Journal, Jahrg. 24, p. 40. Ein von Kirchhoff gegebenes Referat Aber 
diesen Aufsatz befindet sieb in den Monatsberichten der Egl. Akad. d. Wiss. eu 
Berlin, vom 4. April 1878, p. 269—276. 
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zu werden. Zwischen diesen Grossen a^ ß, y und Q findet ein ein- 
facher Zusammenhang statt. Wären nämlich a^ ß^ y bereits ermittelt, 
so würde das Potential Q fQr jeden beliebigen äussern oder innem 
Punct j) den Werth haben: 

(1.) «Ci')-///.<«ll+<'|f + >'||)«!'i', 

die Integration ausgedehnt gedacht über alle Volumelemente dxdyda 
des Körpers $. Dabei bezeichnen x^ y, die Goordinaten eines solchen 
Elementes, und T seine reciproce Entfernung vom Puncte p. Was 
nun die wirkliche Berechnung der vier Unbekannten a, /), y, Q betrifft, 
so führt die Pois^on'sche Theorie zu folgender Regel: 

Man breite auf der Oberfläche des Körpers ft eine beliebige Massen^ 
bdegung aus, bezeichne das PotenticU derselben auf äussere und innere 
Puncte mit Q, und bestimme sodann diese Massenbelegung in solcher Art, 
dass an jedweder SteUe der Oberfläche die Gleichung erfuttt ist: 

(2-) (!-« + 1?) + ^- '-^^^ - 0, 

WO X eine der Substanz des Körpers eigenfhümliche Constante vorsteUt, 
während n und v die äussere und innere Normale der Oberfläche be- 
zeichnen: 

Dies, ausgeführt gedacht, repräsentirt alsdann Q das gesuchte indu- 
cirte Potential. Und gleichzeitig werden alsdann die gesuchten indu^ 
cirten Momente a, ß, y an jeder Stelle (x, y, z) des Körpers Ä die 
Werthe haben: 

(3.) .— .?isii), ß—.m+n, ,— ,?«+i2. 

Die Constante x ist für jeden magnetischen Körper positiv, und für un- 
magnetische ^örper Null. In Betreff dieser Sätze verweise ich auf 
die Vorlesungen meines Vaters über Magnetismus, Leipzig, bei Teubner, 
1881. In der That ergeben sich die genannten Sätze ziemlich leicht 
aus den dortigen Formeln, p. 35. Auch sind meine Bezeichnungen 
genau dieselben wie dort. 

Die vorhin erwähnte Massenbelegung der Eorper-Oberfläche mag 
kurzweg die fingirte Massenbelegung genannt werden. Leicht lässt sich 
zeigen, dass dieselbe durch die Fundamentalformel (2.) eindeutig be- 
stimmt ist. Ezistirten nämlich zwei Massenbelegungen von solcher Art, 
dass sowohl das Potential Q der einen, wie auch das Potential Qf der 
andern die Bedingung (2.) erfüllte, so würde sich hieraus für die 
Differenz J = ö — Q die Formel ergeben: 

18* 


276 üeber die Theorie der magnetjßchen InductioD. 

(4.) |j + |j + 4«x|i = 0, 

(5.) d.L(l + 4a«)|i + |i = 0. 

Nun ist aber nach (y.) p. 41: 

<«■) ///. [(nr + iw + m'] "'y^' - - ff. ' '/.''■■ 

in ähnlicher Weise ergiebt sich, falls man den Aussenraum des Körpers 
$ mit Sl bezeichnet: 

<'■> ///. [©* + (ir + m] ^'^y^' —ff.^ % "•> 

wo n und v dieselben Bedeutungen habeU; wie in (2.), (4), (5.). Mul- 
tiplicirt man die Gleichungen (6.), (7.) resp. mit (1 + 43rx) und 1, 
und addirty so folgt mit Rücksicht auf (5.) sofort: 

(8.) (1 +4«.) jXr, [^£j+-]äxdyd,+fff^ [©+•••] ''''''' = "" 

Beachtet man nun, dass x positiv ist, so ergiebt sich aus (8.) nach 
bekannter Schlussweise, dass q überall cofistant ist, oder^ weil q (seiner 
Bedeutung zufolge) für die unendlich fernen Puncte verschwindet, dass 
dasselbe allenthalben yleich Nuir'iQt. — Q. e, d. 

Bemerkung. — Bezeichnet man die Dichtigkeit der /¥n^ir<en\3fa6;sen- 
bdegung mittle so lässt sich die Fundamentalformel (2.) auch so schreiben: 

(9.) - 4«, + 4xx ^^^^ = 0. 

Hieraus folgt sofort: 

CO.) //.,..-.///-« +1)... 

Nun befinden sich aber die die Potentiale V und Q erzeugenden Massen 
theils ausserhalb St, theils auf der Oberfläche 6 des Körpers ^; und 
hieraus folgt, dass das in (10.) auf der rechten Seite stehende Integral 
e» ist. Demgemäss ergiebt sich also: 

(11.) SS»nd6^0. 

Die Gesammtmasse der fingirten Belegung ist somit stets «s 0. 

Zweite Bemerkung. — Die im Körper ^ inducirten magnetischen 
Gesammtmomente^ d. i. die Integrale: 

(12.) A^fff^adxdyd0, B = fff^ßdxdydz, V = JJJ^ydxdydz 

sind in einfacher Weise darstellbar mittelst der fingirten Massenbelegung. 
In der That kann das Integral A, nach (3.), auch so geschrieben 
werden: 

* - - «///. ^t-^ "''»'■■ 
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oder, unter Anwenduog des früher [(/J.) p. 41] eingeführten Symbols 
{Fj G)j auch so: 

^ * ///« (Co + F], x) dxdydz, 

oder mit Rücksicht auf die Sätze (7/.)^ (/.) p. 41 auch so: 

(18.) ^-,ff^lQ + v^'^^a.-.ffm^.a.. 

wo V die auf dö errichtete innere Normale vorstellt. Nimmt man für 
A den letzten der Ausdrücke (13.), so erhält man^ mit Rücksicht auf 
(9.); die erste Formel des folgenden Systems: 

(14. A^ff^rixd«, B^ff^r,yd<f, r=ff^r,edff, 

dessen beide andere Formeln sich in analoger Weise ergeben. Diese 
Formein (14.) zeigen, dass die in dem Körper inducirten mctgnetischen 
Gesammtmomente identisch sind mit den Momenten der an der Ober- 
fläche des Körpers fingirten Massenbelegung, 

m 

§6. 
Anwendung der Theorie auf eine EugeL 

Es wird angemessen sein^ diese schon von Foisson ausgeführte 
Anwendung der Theorie hier in Kürze zu wiederholen; weil die be- 
treffenden Formeln für unsere weitern Betrachtungen unentbehrlich sind. 

Nimmt man den Mittelpunct der gegebenen Kugel, die etwa aus 
weichem Eisen bestehen mag^ zum Anfangspunct eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems {x, y, 0), und setzt man 

X = r cos w = rw. 


(f.) y = r sinw cos 9) = r }/l — m* cos q), 

=s r sinw sin q) =^ r yi — m* sin (p, 

wo also m zur Abkürzung steht ftir cos w, so wird sich das gegebene 
Potential V der von Aussen her auf die Kugel einwirkenden Kräfte für 
jedweden Punct (r, m, tp) innerhalb der Kugel darstellen lassen durch 
eine Reihe von der Form: 


(15.) r= ^r-Yn{m, tp\ (r < R), 

WO Yn eine allgemeine Kugelfunction n^ Ordnung vorstellt. 

Es handelt sich also darum^ auf dieser Kugelfläche eine noch un- 
bekannte Massenbelegung auszubreiten^ von solcher Beschaffenheit^ dass 
ihr Potential Q der Bedingung (2.) entspricht: 

(16.) II + (1 + 4«»c) If + 4«x |I= 0. 
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Wie man nun diese unbekannte Massenbelegung Yorläufig auch wählen 
mag, stets wird ihr Potential Q auf irgend einen Punct (r, m, 9) die 
Grestalt besitzen: 

Zn (ni, 9)), falls r <,R ist, 


(17. i) Q = 

nssto ^ 

und die Gestalt: 


(17. a) Ö = 

"^ B' 


Zn{fn, q)\ falls r > Ji ist. 

Dabei bezeichnet 12 den Radius der Eugelfläche, und Zn eine noch un- 
bekannte Eugelfunction n^' Ordnung. Es handelt sich also nur noch 
darum^ diese Functionen Zn so zu bestimmen, dass der Bedingung (16.) 
entsprochen wird. — Da v die innere, und n die äussere Normale der 
Eugelfläche vorstellt, so ergiebt sich einerseits aus (15.) und (17. i): 

|I :^nBr-^Yn{m,q>), 

27 = — -5" ^ ^*i(w, tp), 
und andererseits aus (17. a): 

Dies aber in (16.) substituirt, erhält man sofort: 

(*^- + (1 + 4ax) |i) -^»(m, 9) + 4«x nB-' r„(m, 9,) = 0; 
mithin: 

Zn{m, y) - - (^ ^^,^*^" ^(f^ ^,,) r.(m, y), 
oder, falls man zur Abkürzung 

(18.) 4«. = A, und ^^ = 2TT ■= * 

setzt: 

-21.(^7 9^) = - '*^ + ^ Yn(fn, 9)). 
Somit ergiebt sich aus (17. i, a): 


SQO 


nl« 


(19. i) Q ^ ^ r- Yn (m, y), falls r < ü; 

(19. a) Q J ^, 2?-+^ I^, falls r > Ä 

Also der Satz: Hat das Potential V der von Aussen her auf die Kugel 
eimvirkenden Kräfte für die innerhalb der Kugel liegenden Puncte 
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(r, m, g>) den Werth (15.), so toird das sogenannte inducirte Potential 
Q die in (19. i, a) a/ngeg^nen Werthe besitzen, wobei X und S zur Ab- 
Jßürzung gesetzt sind für die in (18.) erwähnten Constanten, 

Wird z. B. das indtudrende Potential F hervorgebracht durch einen 
irgendwo ausserhalb der Eugel befindlichen magnetischen Massenpunct 
mi(r^y mij g>^), ist mithin: 


_« 

(20.) F=ini^ -;jT:j-Pn(cosy), wocosy ==wmi + |/l ~ w* j/1 — wj cos {fp — q)^), 

so erhält man für das inducirte Potential Q die Werthe: 
(21. i) ö = - ni, 5* ;f5^ -5^ P» (cos y), falls r<iJ, 


(21.a) Q m.^J;|^_^!^^P.(cosy), faUsr>Ä 

§ 7. 
Ueber magnetisohd Bilder. 

Ob der Begriff des magnetischen Bildes bereits von irgend einem 
Autor eingefiLhrt, resp. untersucht ist, weiss ich nicht zu sagen. Jeden- 
falls schliesst sich derselbe an die im Yorhergehenden § reprodueirte 
Poisson'sche Theorie in einfacher Weise an, vorausgesetzt, dass man 
diesen Begriff in ähnlicher Weise definirt, wie in der Theorie der 
Elektrostatik den Begriff der elektrischen Bilder. 

Ist nämlich irgend ein Körper ^ (der z, B. aus weichem Eisen be- 
stehen kann) unter dem Einfluss eines äussern magnetischen Massen- 
punctes vXi in einen magnetischen Zustand versetzt worden, so verstehe ich 
unter dem magnetischen Bilde von m^ da^enige innerhalb ^ zu con- 
struirende Punctsystem, welches mit dem Korper ß in Bezug auf alle 
äussern Puncte äquipotential ist. Will man also z. B., was die im vor- 
hergehenden § betrachtete Kugel betrifft, das magnetische Bild des 
Punctes Oll haben, so hat man innerhalb dieser Eugel ^ ein Punct- 
System zu construiren, dessen Potential auf beliebige äussere Puncte 
(r, m, (p) identisch ist mit dem in (21. a) angegebenen Potential Q. 
Hierzu aber dient folgendes Verfahren: 

Es ist X eine positive Constante,. also d [vgl. (18.)] ein positiver 
ächter Bruch] und demgemäss ist in (21. a) der erste unter dem Summen- 
zeichen stehende Factor auch so darstellbar: 

nxa 


^:;-^^niöf^^di 
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Dies in (-21. a) sabstituirt, erhält man: 


-^^dl 


(22.) Q m,^ {5"«A« -:S^i ^P.icosy) 

Denkt man sich nun den zu VXi{ri, w^, g)^) conjugirten Punct (rg, tn^ytp^ 

1 f 
construirty so ist r^r^ = JB*, mithin — = ~. Dies in (22.) substituirt; 

ergiebt sich: 

(23.) Q nt, / \2:nkö -^^ e-«fP,(cosy) e-'^-'dg. 

Führt man jetzt , statt 1, eine neue Integrationsyariable p ein^ indem 
man setzt: 

r^er^ =» q, mithin: dj = -y 

80 erhält man: 

wo der in der geschweiften Klammer enthaltene Ausdruck eine ein- 
fache geometrische Bedeutung besitzt. Construirt man nämlich vom 
Eugelcentrum c aus den die Puncte 2 und 1 enthaltenden Strahl c2\y 
dessen Richtung den Argumenten {m^, fp^ entspricht^ markirt man 
ferner auf diesem Strahl einen Punct mit den Coordinaten {qj m^ q>^)y 
und versteht man endlich unter T die reciproce Entfernung dieses 
Punctes {q, m^, ip^) von dem betrachteten, beliebig gelegenen äussern 
Punct {r, m, ip), so ist: 


T=2^Pnicosy), 
mithin : 


Q-^- = ^ -;rrrPn (cos y), 


^9 ;So r»"^^ 

wo der cos y genau dieselbe Bedeutung wie bisher besitzt [vgl. (20)]. 
Hierdurch aber gewinnt der Ausdruck (24.) die Gestalt: 


d 


(25.) Q^-m,'^p^(^,„ 

oder, mittelst partieller Integration, auch folgende Gestalt: 


(26.) Q m^i 


^1 B 


T,- Sr,-^ J Tq^-^dQ 


wo T, nach wie vor, die reciproce Entfernung des Punctes ((>, Wj, 9^) 
von dem äussern Puncte (r, m, q>) vorstellt, während insbesondere T^ 
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die reciproce Entfernung des speciellen Punctes (r,, m^, g)^) ron jenem 
äussern Puncte bezeichnei 

Die Formel (26.) gid)t unmittelbar Atisktmft über das gesuchte 
magnetische Bild des Punctes nti. BeeeicJinet man nämlich das Centrum 
der Kugel mit c, und den ssu Xd^ conjugirten Punct kurzweg mit 2, so 
wird jenes magnetische Bild, der Formel (26.) zufolge y theUs aus einem 
in 2 befindlichen einzelnen Massenpunct, theils aus einer von c bis 
2 sich erstreckender^ materiellen Linie bestehen, und zwar ist, nach 
der genannten Formel, die Masse jenes einzelnen Punctes 

(A.) =- - m, ^, 

u>nd andererseits die Dichtigkeit jener materiellen Linie an der Stelle q: 

Dabei bezeichnet q den Abstand der betrachteten Stelle vom Centrum c; 

ebenso r, den Abstand des Punctes 2 von c, fenter R det} Kugelradius; 

wahrend A, S die in (18.) genannten Constanten vorstellen, 

BemerkEüg. — Unendlich stark magnetisch werden wir einen ideiUen 
KOrper nennen, für welchen x >» oo, also [nach (18.)] ^ ebenfalls »» oo, 
femer ^ s» 0, und X9 =* 1 ist. Man könnte glauben, dass für eine 
solche unendlich stark magnetische Engel das dnrch (A.) nnd (B.) dar- 
gestellte magnetische Bild in das bekannte elektrische Bild sich ver- 
wandelt. Denn für Xd =» 1 nnd ^ »» geht der Ausdruck (A.) über in 

^ — ^ ^> während gleichzeitig der Ausdruck (B.) zu verschwinden scheint. 

— In Wirklichkeit ist das aber nicht der Fall^ wie man schon daraus 
erkennt, dass- die Gesammtmasse der durch (B.) dargestellten materiellen 
Linie stets ebenso gross ist, wie die Masse des in (A.) genannten einzelnen 
Fundes (abgesehen vom Vorzeichen); was sich mittelst der elementaren 
Integralformel : 

sofort ergieb^. 

Etwas einfacher gestalten sich die Resultate^ wenn der äussere 
inducirende Massenpunct nt, unendlich nahe an die gegebene Kugel 
heranrückt. Denn alsdann wird 2 mit nii coincidiren^ mithin r^ <» ü 
werden; sodass also in diesem Fall z. B. die Formeln (25.), (26.) die 
Oestalt erhalten: 

(27.) <i--^^-^S-f'-^{i{^9, 

{ ^ \ 

(28.) ^ = — nii . A<J T, — SR-^ fTQ^^'dQ . 

l 
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Das magnetische Bild von vx^ besteht daher in diesem bespndem FaU 
aus Massen, die den von c nach vx^ laufenden Kugelradius R hededcen. 
Der einzelne Punct liegt am Ende von B, tmd hat die Masse: 

(A'.) • — Uli Ad; 

wirrend gleichzeitig die über diesen, ganzen Badius R sich erstreckende 
materielle Linie an der Stelle q die Dichtiglceit besitzt: 

Bemerkuiig. — Mit (27.) resp. (28.) analoge Formeln lassen sich 
für das inducirte Potential Q auch dann aufstellen, wenn das inducirende 
Potential V ein ganz beliebig gegebenes ist. Wie nämlich dieses in- 
ducirende Potential V auch beschaffen sein mag, stets wird dasselbe, 
weil es von äusseren Massen herrühren soll, in Bezug auf innere Puncte 
ersetzbar sein durch das Potential einer gewissen auf der Kugelfläche 
ausgebreiteten Massenbelegung. Bezeichnet man nun die Dichtigkeit 
dieser Belegung im Eugelflächenelement dö^ mit Si> so erhält man 
sofort für das zugehörige inducirte Potential Q den Werth: 

(29.) Q=- ff Nitida,, 

die Integration ausgedehnt über alle Elemente dö^ der Eugelfläche. 
Dabei sind die Coordinaten von d^^ mit (ü, m^, tp^) bezeichnet zu 
denken; und gleichzeitig ist dabei unter O^ der in (27.) oder (28.) 
angegebene Ausdruck, nach Fortlassung des Factors m^, zu yerstejien. 

§ 8. 

Anwendxmg der Theorie auf die gleichzeitige ICagnetisirang 

zweier Körper. 

Sind gleichzeitig zwei Körper Ä und ^^ der Einwirkung der ge- 
gebenen äussern Kräfte V ausgesetzt, so ist, ausser diesen Kräften, 
auch noch die gegenseitige Einwirkung der beiden Körper auf einander 
in Anschlag zu bringen. Bezeichnet man also die in den Körpern ^ 
und ^Q inducirten Potentiale mit Q und Qq, so wird z. B., was speciell 
den Gleichgewichtszustand des ersten Körpers ^ betrifft, Q als das in 
Ä inducirte Potential, und andererseits die Summe (F+Oo) ^^ ^^^ 
Yon aussen her auf den Körper.^ einwirkende Potential, d. h. als das in- 
ducirende Potential anzusehen sein. Mit Bezug auf diesen Körper ^ nimmt 
daher unsere allgemeine Fundamentalformel (2.) p. 275 die Gestalt an: 


( 


|2 + f\ + 4»« ?®-±-s^-Q - 0. 
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Und in ähnlicher Weise ergiebt sich andererseits) für den Gleichgewichts- 
zustand des Körpers ^q die analoge Formel: 

(^ + ^) + •"». '-^H?±^ - «■ 

Diese beiden Fundamentalformeln^ in. denen x und Xq die magnetischen 
Gonstanten der beiden Körper yorstellen^ können, falls man 
(1.) 4jcx = X und 4äXo = Xq 

setzt, auch so geschrieben werden: 

^Öo , n 4_ 1 ^ ^Öo , , d(Q + F) _ . 

-gTT + (1 + ^o) -ar + ^0 — ^ ^> 

wo selbstverständlich die n die ättösen» und die v die innem Normalen 
der beiden I^örper-Oberflächen yorstelleti. Wir gelangen somit, was die 
gleichzeitige Induction zweier Körper durch ein gegebenes inducirendes 
Potential V betrifft, zu folgender Begeh 

Man breite auf der Oberfläche des Körpers ^ eine beliebige Massen- 
belegung aaSy deren Potential auf beliebige (äussere oder innere) Puncte Q 
heissen mag; desgleichen breite man auf der Oberfläche von Äq ebenfalls 
eine beliebige Massenbelegung aus^ deren Potential Qq Jieissen mag; und 
bestimme sodann diese beiden Ma^enbelegungen in solcher Art, dass ihre 
Potentiale Q und Qq den beiden Fundamentalformeln (2.) entspredien. 

Dies ausgeführt gedacht ^ sind alsdann Q und Qq die gesuchten in- 
ducirten Potentiale. Und gleichjseitig uoerden alsdann die gesuchten 
inducirten Momente a, /3, y und a^, /S^, yQ die Werthe haben: 

«==-.»(« + «^-1), ^ =_ X ?(« + «• +-Q, y = etc. 
/g\ dx ^ ^ dy ' ^ 

üeberdiess werden [vgl. (1.) p. 275] für jedweden Baumpunct p die Formeln 
stattfinden: 

Ganz ähnlich wie früher lässt sich nun zeigen, dass jene beiden 
Massenbelegungen, die sogenannten fingirten Belegungen durch die Fun- 
damentalformeln (2.) in eindeutiger Weise bestimmt sind. Sind femer 
1} und rjQ die Dichtigkeiten der beiden fingirten Belegungen, so ergeben 
sich, auf demselben Wege wie früher (p. 276), die Gleichungen: 
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(6.) ^-'"- '■ 

welche aussagen, dass bei jeder der beiden ßngirten Belegungen die Ge- 
sammtmasse = ist Was endlicli die in den beiden Körpern inda- 
cirten magnetischen Gesammtmomente 

^ " ///ft «^^^y^^; B = SSS^ ßdxdydz, V = etc., 
(6.) 

^ " SSS^J^o^^^y^^y Bo = SSS^M^dy^^y To = etc. 

betrifft, so ergeben sich, und zwar wieder auf demselben Wege wie 
früher (p. 277), die Formeln: 

welche aussagen, |c2a^ rfi6 m dfen Körpern indudrten Gesammtmomente 
nichts Anderes sind, als die magnetischen Momente der auf den Ober- 
flächen der beiden Körper fingirten Massenbelegungen. 

§9. 
Anwendung der Theorie anf zwei Engeln. 

Die beiden Körper ^ und ^q mögen zwei Kugeln sein, begrenzt 
Yon irgend zwei Kugelflächen des dipolaren Systems, mit den Para- 
metern r und Tq] und zwar sei: 

(8.) r =pos., andererseits Tq = neg,] 

sodass also die Grössen: 

(9.) q = er*, ferner q^ = ^o, und /"— qq^ «« 6*«"* 

lauter positive ächte Brüche vorstellen. Die einfache und anschauliche 
geometrische Bedeutung dieser Grössen g, g^, f ist früher dargelegt 
worden [vgl. (<y.) p. 205]. 

Ferner mag angenommen werden, dass das gegebene Potential V 
der inducirenden äussern Kräfte symmetrisch ist in Bezug auf die a;-Axe, 
d. i. in Bezug auf die Gentrallinie der beiden Kugeln. Dieselbe Sym- 
metrie wird alsdann offenbar auch vorhanden sein bei den in diesen 
Kugeln durch jene Kräfte indudrten Zuständen, also z. B. bei den in- 
ducirten Momenten a, ß, y und a^, /J^, y^, femer bei den Potentialen Q 
' und Qq, imd ferner auch bei jenen auf den beiden Kugeloberflächen zn 
fiugirenden, die Potentiale Q und Qq erzeugenden Massenbdegungen^ 
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deren Dichtigkeiten 17 und ij^ heissen mögen. Denkt man sich also 
die Potentiale V, Q, Qq und die Dichtigkeiten % rj^ als Functionen der 
dipolaren Goordinaten dargestellt, so werden all' diese Functionen un- 
abhängig sein vom Ajsimuth tp. • - 

Demgemäss besitzt z. B. die auf der Eugelfläche (r) zu fingirende. 
Massenbelegung im Puncte (t, ^, % ili) eine Dichtigkeit ij^ welche ledig- 
lich von (i äbhä/ngt: 

Gleiches gilt aber auch yon der sogenannten vierten Goordinate jenes 
PuncteS; nämlich von ^; denn es ist: 

^ = e* + 6-^ — 2j[i, [vgl. (15.) p. 104], 

mithin ^, abgesehen von der gegebenen Constanten r, lediglich eine 
Function von fi. Gleiches wird daher z. B. auch gelten von dem Quo- 
tienten — ^; wo 2a eine Gonstanüb, nämlich den gegenseitigen Ab- 

stand der beiden Pole des dipolaren Systems vorstellt. Diese nur von 
fi abhängende Function: 


2ari 


F{ii) 


mag nun entwickelt gedacht werden nach den Eugelfunctionen Pnii^' 


USB« 


^-^«T^«.^-«> 


WO alsdann die % noch unbekannte Constanten vorstellen. Giebt man 
dieser letzten Formel die Gestalt: 


bezeichnet man femer die Gesammtmasse der hier betrachteten Massen- 
belegung mit 3Rf und das von ihr auf einen beliebigen Punct (d'^, fii^ 
^v ^1) ausgeübte Potential mit Q = Q{^iy /ti, q>if ^1), so gelangt man, 
mit Rücksicht auf (6.), (7.), (8.) p. 266, sofort zu folgenden weiteren 
Formeln: 


in 


»1=0 '^^ 


2n 


fIBBd) •*' 


wo die beigesetzte Signatur ly, --) andeuten soll, dass im Exponenten 
+ N{t — d'j) das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nach- 
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dem der Punct (d'^j ftj, (pi, t^) innerhaO) oder aasserhcäb der Kugelfläche 
(r) liegt. Führt man statt der ^ etwas andere Constanten A ein, 
indem man setzt: 

«^ ?l.e** = i^ «.g-* = j,, [ygl. (9.)], 

und bezeichnet man überdiess den variablen Punct {d'^, ii^, q>ij tl^i) kürzer 

mit (d-, {Lj 9), V'); so nehmen die Formeln («.), (ß,), (y. — j folgende 
Gestalt an: 

(11.) a»=2a^^„2^^ 

(12. i) Ö = Q{^, iL,ip, *) = >^ ^Äne-^^^Pn{ii\ 

(12. a) respective = 'Yf ^ÄnQ^^e^^Pn (^), 

die Summationen stets ausgedehnt über n=0, l,2,3,...cx), wobei 
das grosse N lediglich als Abbreviatur dient für n -1- 1* 

Analoge Formeln gelten offenbar für die auf der andern Eugel- 
fläche {tq) zu fingireude Massenbelegung. Sie lauten, falls man irgend 
einen Punct auf dieser Eugelfläche mit (r^^ ^Iq, q)^, iffQ) bezeichnet, 
andererseits aber unter (d'j (i, q>, ili) einen variablen Punct versteht^ 
der ganz nach Belieben innerhalb oder ausserhalb der Eugelfläche (r^) 
liegen darf^ folgendermassen: • 

(13.) r,o =^^^ 2Bn Nq^P. (^0), 

(14.) 3»o=2a^B,gJ^^ 

(15. i) Qo = Öo(^; f*, V. t) = Vt^Bne^^Pn{(i\ 

( 1 5. a) respective «= Yf ^ J?« gj^6""^^ P« (ft) ; 

wo die B, ebenso wie die Ä, noch imbekannte Constanten vorstellen, 
und wo von den beiden Formeln (15. i) und (15. a) die erste oder 
jsioeite gilt, je nachdem der Punct (d', jit, % f) innerhalb oder ausserhalb 
der Eugelfläche (r^) liegt. 

Unsere Aufgabe besteht nun darin, jene Constanten A und B in 
solcher Weise m bestirnttien, dass die Potentiale Q und Qq den Fundor 
mentaifonneln (2.) entsprecJten. Denn solches ausgeführt gedockt y werden 
alsdann Q und Qq die gesuchten inducirten Potentiale sein. Auch 
werden sich aisdann die gesuchten inducirten Momente a, ß, y wul 
«o> /^o) ^0 so/br^ berechnen lassen mittelst der Formeln (3.). 


Magnetisiruag zweier EagelD. 287 

Bei Behandlung dieser Aufgabe wird ofifenbar für das gegebene 
indudrende Potential V ein bestimmter analytischer Ausdruck zu Grunde 
zu legen sein. Da nun die inducirenden Kräfte äussere sein sollen^ 
oder (anders ausgedrückt), da die das Potential V erzeugenden Massen 
atisserhalb der beiden Kugeln liegen sollen, so wird dieses V z. B. für 
alle innerhaJb der Kugelfläche (r) liegenden' Puncte (P'^ (i, % ili) ersetz- 
bar sein durch das Potential einer gewissen Massenbelegung der ge- 
nannten Kugelfläche, also folgende mit (12. i) analoge Gestalt besitzen: 

(16. i) F = F(^, fi, q>, ^) = >^^A»6-^^P,(fi), [innerhalb (r)]. 

Desgleichen ergiebt sich, dass jenes gegebene Potential V für alle 
innerhalb der andern Kugelfläche (tq) befindlichen Puncte {^y fi, % ii) 
folgende mit (15. i) analoge Form besitzt: 

(17. i) F - F(^, fi, % i>) - y^ ^B„e^^P,(fi), [innerhalb {x,)l 

und da F gegä)en ist, so sind die hier auftretenden Constanten A, B als 
gegebene Constanten anzusehen. — Bevor wir an die Lösung der eigent- 
lichen Aufgabe näher herantreten, mögen noch zwei Bemerkungen ein- 
geschaltet werden. 

Erste Bemerkung. — Für jede der fingirten Massenbelegungen ist 
die Gesammtmasse stets "= 0, [vgl. (5.) p. 284]. Somit ergeben sich 
aus (11.) und (14.) für die unbekannten Constanten A, B folgende 
Formeln: 

Zweite Bemerkung. — Was die in der Kugel (t) inducirten magne- 
tischen Gesammtmofnente A, B, f betrifft, so ist z. B. nach (7.) p. 284: 

die Integration ausgedehnt über alle Oberflächenelemente d6 der Kugel 
(r). Substituirt man hier für i}, x, dö ihre analgetischen Ausdrücke: 

•J - -^4^ ^A J^«*P»(f»), [nach (10)], 
x = a , [nach (11) p. 102], 

d0 _ ^^-^^, [nach (32.) p. 108], 
so folgt sofort: 
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Nun ist aber 

4= = ^er^*Pn((i\ [nach (35. a, b) p. 110], 

Ytf, 

also falls man nach r difiPerencirt^ und beachtet, dass ^=6*4~^~^ — ^f^ 
ist: 


e — e 


also mit Bücksicht auf (9.): 


= -^N^«*P,((.,), 




2 2Nq^PnM 


Dies in A substituirt, erhält man: 

Die Integration ist zu erstrecken über ft = — 1 . . . + 1 und Über 
9? »» . . . 23C. Somit ergiebt sich mittelst der bekannten Integral- 
eigenschaften der Eugelfunctionen: 

(19.) A = ^' 2MNq^)^ y = 4a« ^^Nq''^. 

Femer ist nach (T.JT p. 284: 

B '^ ff riydö und r *= Jf ijzdö. 

Hieraus aber folgt, weil die Dichtigkeit 17 symmetrisch in Bezug auf 
die X'Axe ist, sofort: 

(20.) B = und F = 0. 

Mit (19.), (20.) analoge Ausdrücke ergeben sich für die in der 
andern Kugel (tr^) inducirten Gesammtmomente A^,. B^, f^] sodass man 
im Ganzen folgende Formeln erhält: 

A = + 4a«^^iVg«^ B = 0, T = 0, 
(21.) ^ ' 

^ = -4.a':^BnNql\ B« = 0, Fo = 0. 

Bei diesen Ausdrücken ist im Auge zu behalten, dass die a:-Axe, nach 

welcher A und A^, gerechnet sind, vom Pole A'{ — cx>) zum Pole -4 (00), 

also vom Centrum der Eugel (tq) zu dem der Kugel (r) läuft, vgl. (8.). 

Hiermit hängt das entgegengesetzte Vorzeichen in den Formeln (21.) 

zusammen. 

Ich habe hier die Formeln (21.) nach der C^tcoZson'schen Methode 
entwickelt. Die KirclihoffBche Methode ist vielleicht noch einfacher. 
Kirchhoff geht ans von der Formel (4.) 

^(p) -SSL (« n + /» n^ + y '^y^^y^''> 
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wo T die reciproce Entfenrnng des Volamelementes dxdydz (dessen 
Coordinaten x, y, ß sind) von dem beliebig zu wählenden Punct p vor- 
stellt. Bezeichnet man diese Entfernung selber mit E^ und die Coordi- 
naten des Punctes p mit a, b, c, so folgt: 

Q(jp) ^fff^ «(a-.) + P(6-y) + y(c-.) ^^^^^^ 

Lässt man jetzt den Punct p längs der positiven x-Axe ins unendliche, 
oder wenigstens' in exorbitante Entfernung rücken, so wird E für alle 

Yolumolemente dxdydz der Kugel nahezu canstant, femer — =, — 

nahezu «b i, während — ^r^ und — =— nahezu = werden; sodass 
man also mit grosser Annäherung erhält: 

E*Q{p) = ffC adxdydz, d. i. = A. 

Diese Formel: A =• E^Q{p) kann aber offenbar, weil der Punct p in 
superlativer Entfernung liegt, auch so geschrieben werden: 

(a.) A « {Ap) {Äp) . Q{p), 

WO {Ap) und {Äp) die beiden Polabstände des Punctes p vorstellen. 
Sind nun (^, fi, 9}, tfi) die dipolaren Coordinaten dieses auf der positiven 
a;-Axe in superlativer Entfernung befindlichen Punctes p, so ist offenbar 
^ BS 1^ ferner ^ positiv und nahezu ta. 0. Demgemäss ergiebt sich: 

iAp) {Äp) « I« = IJ^ = ^^_^*!l_^ , [vgl (25.) p. 105], 

und femer: 


Q(^p) = ye» + e^ -^2 ^Änq^^e^^, [aus (12. a)]. 

Dies in (a.) substittdrt, erhält man: 

(b.) A f '\ • 

e — e 

Lässt man jetzt schliesslich, um dieser nur näherungsweise gültigen 
Formel (b.) völlige Strenge zu verleihen, den Punct p längs der posi- 
tiven x-Kxe wirklich ins Unendliche rücken, mithin 6" =» werden, so 
verschwindet gleichzeitig Nenner und Zähler des Ausdrucks [der Zähler 
zufolge (18.)]. Nach bekannter Regel ist daher: 

(c.) A — 


) i 


I rG^+ -') 


oder was dasselbe: 

(d.) ^ = 4a*^AnN^^] 

was mit (21.) übereinstimmt. 
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§ 10. 
FortsetEtLUg. 

Es handelt sich um die Berechnung der noch unbekannten Con- 
stanten Ay Iß. Diese sind so zu bestimmen, dass die für Q, Q^ auf- 
gestellten Werthe den beiden Fundamentalformeln (2.), d. i. den Glei- 
chungen: 

Genüge leisten , wo die n die äussern ^ die v die innem Normalen der 
beiden Flächen vorstellen. Es wird ausreichend sein, die eine von 
diesen beiden Fundamentalformeln, etwa (22.), wirklich zu bilden. 
Denn alsdann wird sich die andere (22.)^, der Symmetrie zufolge, von 
selber ergeben. 

Auf der den Pol A(po) umschliessenden Kugelfläche (r) gelten für 
eine beliebige Function F die Formeln [vgl. (33.), p. 109]: 

a_F_aF d«; ^ aF /_ ^\ . dF ^dF de^ _dF ^ 

dn ~ a^ dn "~ a^ \ 2a/' " dv ~~ diy dv ~ dd^ 2a' 

oder genauer geschrieben die Formeln: 

Demgemäss geht die Fundamentalformel (22.) über in: 

w (I! - ^^'■^"^^"^••^^" L - »■ 

WO absichtlich das erste Q horizontal überstrichen ist. Unter diesem 

Q ist nämlich, wie aus (22.) ersichtlich, der Werth ausserhalb der 
Eugelfläche (t) zu verstehen; während die übrigen in (23.) vorhandenen 
Grössen Q, Qq^ V die Werthe der betreffenden Potentiale innerhalb (r) 
repräsentiren. Nach (12. a) ist daher: 

(24.) Q = V^ 2 An q'^e^^Pn (ft), 

während andererseits aus (12. i), (16. i) und (15. a) folgt: 

Ö = "|/^^^»e^^^''Pn(ft), 
(25.) r=yt 2Kn ^""^Pn (ft), 

Qo--V^2:Bnql^e-^^^Pn{(i), 
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X=^,ä?*, ffn^B^qf, 


Zur bequemem Rechnung mögen nun die Bezeichnungen Ä„, Hn, G„ ein- 
gefOhrt werden: 

(26.) (^ 

la = (1 + A)^ + A(A. + ^,); 

auch mögen zur Abkürzung die Differenzen der A mit a, die der B 
mit 6 u. 8. w. benannt werden, in folgender Weise: 

ö„ = -A« -A„— 1, ün = -o.« — A^—iy CCn = A» — A«—!, 

(27.) 6, = 2?» — i?,_i, K=K- K-l, /Jn = B« - Bn-l, 

C» = On — l/«__i. 

Alsdann folgt aus (24.), (25.) mit Rücksicht auf (26.) sofort: 
(28.) ^ = y^^Xe**P«(^), 

(29.) (1 + A)« + A(F + Öo) = V^ 2Cne-«^-Pn {v). 

Differenzirt man aber diese beiden letzten Formeln nach '9', und ver- 
fahrt man dabei nach Massgabe der früher aufgestellten allgemeinen 
Formeln (5.), (ij.) p. 120, so erhält man: 


(30) g 


-^ ^(na;e(*-i)» - (w + 1) o;+iC<*+i)*) P,(^), 


WO die ein und c» die in (27.) angegebenen Differenzen vorstellen. Sub- 
stituirt man schliesslich die Werthe (30.), (31.) in die Fundamental- 
formel (23.), so gelangt man zu einer Formel, die auf der Kugelfläche 
(t) für jedwedes fi gelten muss, und in welcher daher die Coefficienten 
der Fn (f*) emzdn . = sein müssen. In solcher Weise erhält man die 
Gleichung: 

(32.) [na;e(^-*)*- (w+ l)a;+ie(^+i)T + [wc„e-<^-i)*- (n+ l)c«+ie-<i^+i)*]=o, 

wo n = 0, 1, 2, 3, . . . . Multiplicirt man diese Gleichung mit (r"^^+*>*, 
und beachtet, dass er^ = q ist (9.), so folgt: 
(33.) indnq^ — (n + 1)0:^-1] + [^(^ - (^ + l)c^iq^]g''' = 0. 
Und diese Gleichung nimmt, weil nach (26.), (27.) 

c« - (1 + i)An + A(A« + jb;), 

c« = (1 + A)a« + A(an + V^) 

ist, die Gestalt an: 

[ndn^ — (w + \)dn^i\ 
-f (1 + A) [nan — (n + l)aH-i2']3'^ 
+ A [nan — (w + l)a,+i2*]g^*^ 
+ A[n6; -(n+l)6;4.i2»](Z^ 

19 


(34.) 


= 0. 


{: 
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Es bleibt noch übrig, in der ersten und letzten Zeile dieser Formel, 
die accentuirten Hülfsgrossen a, V durch die eigentlichen Grössen a, h 
resp. Ay B zu ersetzen. Nun ist nach (27.) und (26.): 

o; = X - X-i = ^2*^ - -4^13*^-*, 
oder was dasselbe: 

dn = [u4«g* — -4„_i]2^^-*, und folglich: 

Substituirt man hier für An—i und X4.1 die aus den Relationen 

0^^== An '— An-l und (In^i = -4«+i — -4n 

entspringenden Werthe, so erhält man: 

o; =[^.g«-(X~aOl3*^-*, 

,a;H-i = [(X + «.+i)3*~X]5'^; 
oder anders geordnet: 

l oi+x = [oH-i?» - X (1 - s»)]?»'^; 

woraus für die erste Zeile der Formel (34.) folgender Ausdruck resultirt: 
(A.) [w«;«*— (w + l)a;+,] = [wa» — (n+l)an+ig*]2*^+X(l— ?*)«*^. 
Völlig analog mit (x.) ergeben sich femer die Relationen: 

und hieraus resultirt fttr den Ausdruck vierter Zeile in (34.) der Werth: 

(V.) [nK - (n + 1)6;+.8»J = [«6. - (n + l)&H-.r2o*]2*.*-* 

- B.(l - jl) [« - (n + 1)^3?'-», 

WO f=qqQ ist; vgl. (9.). — Substituirt man schliesslich die Werthe 
(A.)y (v.) in die Formel (34.), so folgt, falls man gleichzeitig die ganze 
Formel durch g*^ dividirt, und überdiess beachtet, dass 3?^""*=?J"~* ist: 

((2+A)[na,-(n+l)aH-i2n+A(l-a*) 
• +^[wa«— (w+l)a«^.iff*] 

+A([nfe,-(n+l)fe.+xr35]-^«(l-ff5)[^--(«+l)n)gr"V 

Dies also ist diejenige Gestalt, welche die Bedingung (22.) schliesslich 
annimmt, sobald man iu derselben für Q, Q^, V ihre analytischen Aus- 
drücke substituirt. Und man übersieht nun sofort, dass die parallel 
stehende Bedingung (22.)^ bei analogem Verfahren folgende analoge 
Gestalt annehmen wird: 


w 


(35.) 


Die Chwolson'schen Gleichungen. 293 

(35.)o{ +Ao[n^n-(n+l)^«+i(/J] =0. 

+Ao([na,-(n+l)a.+i/YJ-^n(l-ff')[^*-(n+lF])(?''-V 
Diese für w = 0, 1, 2, 3, . . . geltenden Gleichungen (35.), (35.)o 
enthalten theils gegebene, theils unbekannte Constanten. Die ersteren 
sind dargestellt durch die magnetischen Constanten A, Xq [vgl. (1.) 
p. 283], femer durch die von der Grösse und relativen Lage der beiden 
Kugeln abhängenden Constanten q, q^, f] endlich durch die in dem ge- 
gebenen Potential V enthaltenen Constanten A«, B„ [p. 287], und durch 
deren DiflFerenzen a» = (A» — A^^i), ßn == (B» — B«^i). Andererseits 
sind in die unbekannten Constanten dargestellt durch die in den un- 
bekannten Potentialen Q, Qq auftretenden Constanten An, Bn [p. 286], 
und durch deren DiflFerenzen a« = {An — An^i), bn =» (Bn — -Bn-i). 
Es wird zweckmässig sein, die o», bn nur als Abbreviaturen für diese 
DiflFerenzen anzusehen; sodass also dann die in den GUielmngen (35.), 
(35.)q enthaltenen unbekannten Qmstanten lediglieh die An, Bn sind. 
Was nun den eigentlichen und nicht gerade ganz leicht zu er- 
kennenden Charakter der Gleichungen (35.), (35.)o betriflFt, so ist im Auge 
zu behalten: erstens, dass die beiden Fundamentalformeln (22.), (22.)^ 
wie besonders betont worden ist*), zur vollständigen und eindeutigen 
Lösung des magnetischen Problems, also zur vollständigen und ein- 
deutigen Bestimmung der unbekannten Potentiale Q, Qq ausreichend 
sind; zweitens, dass diese Potentiale noth wendiger Weise darstellbar 
sein müssen durch die früher angegebenen, mit den noch unbekannten 
Constanten An, Bn behafteten Reihen [p. 286]; endlich drittens, dass 
die Gleichungen (35.), (35.)o schlechterdings AUes enthalten, was über- 
haupt aus jenen Pundamentalformeln (22.), (22.)^ in BetreflF der Con- 
stanten An, Bn eruirbar ist. Aus diesen drei Thatsachen folgt sofort, 
dass die Gleichungen (35.), (35-)q ausreichend sein müssen zur wirk- 
lichen Bestimmung der in jenen Reihen vorhandenen constanten Coef- 
ficienten An, Bn- 

Dem scheint nun allerdings durch die Form dieser Gleichungen 
widersprocJien zu werden. Denn dieselben haben, falls man für a» und 
bn ihre eigentlichen Bedeutungen (An — An-i) und (Bn — Bn--i) sub- 
stituirt, die Gestalt der früher besprochenen Formeln (Y.), (Z.) p. 273; 
sodass also zur wirklichen Bestimmung der An, Bn noch zwei Glei- 
chungen zu fehlen scheinen. Diese scheinbar noch fehlenden Glei- 
chungen finden ihren Ersatz und mOssen ihren Ersatz finden durch 

*) Vgl. die letzten Zeilen auf p. 288. 
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den Umstand, dass die Reihenentwicklungen der Potentiale Q, Q^ nicht 
divergent sein dürfen. 

Um die Hauptsadie 0fisammen0u fassen: Die in den EntuncMungen 
der Potentiale Q, Qq [p. 286] vorhandenen Constanten An, Bn sind noth- 
ivendiger Weise vollständig und eindeutig bestimmt 

(a.) durch die für w = 0, 1, 2, 3, . . . geltenden Gleidmngen (35.), 

(35.)o; und daneben 
(ß.) durch den Umstand, dass jene EnUvicIdmtgen convergent 

sein müssen. 

Denn wollte Jei^nd das Gegentheil behaupten, so würde er damit die 
Behauptung aussprechen, dass die Fundamentalformeln (22.), (22.)^ 
p. 290 zur vollständigen und eindeutigen Losung des magnetischen 
Problems unzureichend seien; — eine Behauptung, die sicherlich 
falsch ist 

Sehr erwünscht würde es sein, wenn man die Anforderung (/J.) 
irgendwie abschütteln, und durch bequemere Bedingungen ersetzen 
konnte. Und ein solcher Ersatz scheint dargeboten zu sein durch die 
früher gefundenen Relationen 

(y.) ^^nff'^ = und 2Snql'' = 0, [vgl. p. 287]. 

Es entsteht also die Yermuthung, dass die Constanten An, Bn, statt durch 
(a.) und (/).), vielleicht auch durch (a.) und (y.) bestimmt sein könnten. 
Das aber ist leider nicht der Fall. In der That lässt sich geigen, dass 
die Gleichungen (y.) eine unmittelbare Consequene ans den Gleichungen 
(a.) sind, und dass also jene An, Bn durch (a.) und (y.) elbensou^enig be- 
stimmt sind, une durch (a.) allein. 

Erster Beweis. — Wie schon bemerkt, repräsentiren die Gleichungen 

. (a.), d. i. die Gleichungen (85.), (dö.)^ Alles, was überhaupt aus den 

beiden Fundamentalformeln (22.), (22.)o zur Bestimmung der A^, B^ 

extrahirbar ist. Jene Gleichungen (y.) entstammen aber derselben Quelle; 
denn sie entspringen aus der Thatsache, dass die Gesammtmasso einer 
jeden der beiden fingirten Belegungen s» o ist; und diese Thatsache 
ihrerseits war eine Folge jener beiden Fnndamentalformeln. Da nun die 
Gleichungen {a.) Alles repräsentiren, was überhaupt aus den Fundamental- 
formeln für A^^ B^ abzuleiten möglich ist, die Gleichungen (y.) aber 

ebenfalls aus diesen Formeln abgeleitet sind; so m^issen die Gleichungen 
(y.) in den Gleichungen (a.) schon mitenthalten sein. — Q. e. d. 

Zweiter Beweis. — Die erste der Gleichungen («.), nämlich (35.) ist, 
falls man rückwärts geht, identisch mit (84.), ebenso mit (33.). In 
dieser früheren Gestalt (38.) lautet sie: 

[na^q* - (n + !)«;+,] + [nc^ - (n + l)<Vi-i8*]2*-+^ = 0, 


V 
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oder falls man n Baccessive ». o, 1, 2, 3^ . . . setzt: 

[0 - lal] + [0 - U,i^]q = 0, 
[laig« - 2a,] + [U, - 2c,^g» = 0, 
[2ai3« - 3<^] + [2cg - dc,f]g^ = 0, 

[3<^3» - 4ai] + [Sci - 4c42»]g' = 0, 

etc. etc. etc. 

Hieraus folgt durcli Addition sofort: 

(a* — 1) (la'i + 2ai + 3ai + 4«; + ...) = 0, 

oder weil der erste Factor g' — 1, als von verschieden, fortzolassen 
ist, und überdiess a'^ durch seine eigentliche Bedeutung (A'^ — A'^ A 
ersetzt werden kann: 

1— (^i + 2^i + 3^'2 + 4^ + . . .)/ 

oder was dasselbe ist: 

— Äo — Äi — Ä2 — Äs . . . = 0. 

oder kürzer geschrieben: 

2^n = 0, 

die Summation, wie gewöhnlich ausgedehnt über fi»»0, 1,2^3, ... 
Nun ist aber Ä'^ nur Abbreviatur für Ä^^^ [vgl. (86.)]. Somit folgt: 

Und dies ist die erste der Gleichungen (y.). Somit haben wir gezeigt, 
dass diese erste der Gleichungen (y.) eine unmittelbare Consequenz reprä- 
sentirt aus der ersten der Gleichungen (a.). Dass dieselbe Beziehung 
obwaltet zwischen der zweiten Gleichung (y.) und der zweiten Gleichung 
(a.) bedarf keiner Erläuterung. — Q. e. d, 

Bemerkung. — Hiermit hängt der schon angedeutete Irrthum 
Chwolson'8 zusammen^ der darin besteht; dass die Gleichungen (y.) als 
unabhängig von den Gleichungen {a.\ und mit diesen Gleichungen (a.) 
zusammengenommen als ausreichend zur Bestimmung der A^, Bn au- 
gesehen werden. Derselbe Irrthum ist auch übergegangen in das 
Kirchhoffsche Referat Dabei sei erwähnt, dass Chwolson und Kirch- 
hoff die Gleichungen («.), d. i. (35.), (35.)o in wesentlich anderer Gestalt 
geben, zu der man in folgender Weise übergehen kann. 

Man führe statt der A^ B, A, B andere Constanten ein: A*, B*, 
A*, B*, indem man setzt: 

(Qa\ An^ An^ ; Bn= BZQ^ y 
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Ersetzt man nun in (35.) zuvörderst die a»^ a», K durch ihre eigent- 
lichen Bedeutungen {An — -4„_i), (A» — A^-i), {Bn — J?«— i), und führt 
man hierauf [mittelst (36.)] statt der A, B, A, B, die neuen Constanten 
A*y B*, A*, B* ein, so nimmt die Gleichimg (35.) die Gestalt an: 


(37.) 




=0; 


während andererseits die parallelstehende Gleichung (35.)^ bei gleichem 
Verfahren folgende Gestalt annimmt: 


(37.)o 


+Ao [nB;_,-(-t^^t^)B: + (n 


i=0. 


Dabei ist /" stets = qq^ [vgl. (9.), p. 284]. Und diese Formeln (37.), 
(37.)o repräsentiren, abgesehen von einer andern Bezeichnungsweise, 
die Chwolson* sehen y und ebenso auch die KirchJwff^ sehen Gleichungen. 
In der That geht z. B. die Formel (37.) genau über in die von Kirchlkoff 
in den Berichten der Berliner Akad. der Wiss. (4. April, 1878, auf 
Seite 272 in Nr. 2) angegebene Formel, wenn man an Stelle von 


t} Anj -t^nj An, Du, 


respective ^ie Bezeichnungen substituirt: 

T— 1 

'^7 — ^— > Qvy 


, j -o-n, X>n; C/», Dn» 

^8 9» 


Bei der Mühsamkeit der Kechnungeu habe ich es für wichtig gehalten, 
die Resultate derselben durch eine solche Vergleichung in sorgfaltiger 
Weise zu controliren. 

§ 11. 
Uebergang zu dem speoiellen Fall nur einer KugeL 

Das im Vorhergehenden behandelte magnetische Problem ist in 
sofern ein sehr einfaches, als die allgemeinen Formen der inducirten 
Potentiale Q, Qq sich mit Leichtigkeit angeben lassen. Grosse Schwierig- 
keiten bereitet aber, wie im vorhergehenden § gezeigt ist^ die Bestim- 
mung der in diesen allgemeinen Formen enthaltenen constanten Coef- 
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ficienten Any Bn- Diese Schwierigkeiten werden bestehen bleiben^ und 
ihr eigentlicher Kern wird noph deutlicher hervortreten, wenn wir 
gegenwärtig zu dem speciellen Fall nur einer Kugel uns hinwenden. 
Der üebergang zu diesem speciellen Fall kann entweder dadurch 
bewerkstelligt werden, dass man "die Kugel (xq) als unmagnetisch be- 
trachtet, mithiji Xq und k^ [vgl. (1.) p. 283] gleich NuU setzt, oder 
am Einfachsten dadurch, dass man den Badius der Kugel (tq) zu Null 
macht, mithin das q^ verschtmnden lässt. [Vgl. die geometrische Be- 
deutung von Qq, p. 205 (^.)]. Mittelst dieser letztem Operation geht 
die Formel (35.) p. 292 über in: 


wo: w=0,1^2,3,... 


1 +A[»a„ — (w+l)an+i2T J 

Man könnte zweifelhaft darüber sein, ob wirklich die letzte Zeile jener 
Formel (35.) stets fortfallt. Doch sieht mau, dass solches der Fall ist, 
weim man jene Formel (35.) für .n = 0, 1, 2, 3, . . . der Reihe nach 
hinschreibt, und hierauf erst das q^ verschwinden lässt. 

Es handelt sich darum, mittelst dieser Gleichungen (1.) die in der 
Entwicklung 


f i- M O 


(2. i) <2 = Q(», (l, q>, ^) = V V ^ ^, r-**P„ (^), 

""" [vgl. p. 286] 


n=ao 


(2. a) respective = y^f ^ Anq^^e^^Pn((i) 


enthaltenen unbekannten Constanten A» zu berechnen, vorausgesetzt, 
dass das indudrende Potential 

(3. i) F = V{», fi, V. i') =- Vt 2 A. e-'^'Pnift), [vgl. p. 287 J, 

- «=0 

nebst seinen Constanten A»; gegeben ist; wobei zu beachten, dass a» und 
a„ nur Abbreviaturen sind resp. für {An — -4«_i) und (A„ — A„— i). 

Dass die An durch die Gleichungen (1.), und durch die zu fordernde 
Convergenz der Reihen (2. i, a) vollständig und eindeutig bestimmt sind, 
geht aus unsern früheren Betrachtungen (vgl. den Satz p. 294) deutlich 
hervor. Will man aber diese Bestimmung der An wirklich ausführen, 
so stösst man wieder auf ähnliche Schwierigkeiten wie früher. Denn 
die Gleichungen (1.) sind von der Form: 

(2 + A)[0 - (^1 - ^)3»] 4- A(l - 8*) = G'o, 

(9 + k) {{A, - A,) - 2(^ - Ä,)q'] + ^,(1 - g«) = G„ 
(2 + A) [2{Ä, - A,) - 3(^3 - J,)«*] + ^(1 - 2*) = (?„ 
(2 + X) [3(A -Ä,)- A{A, - A,)q^ + 4,(1 - ä«) = G„ 

etc. etc. etc. 


(4.) 
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wo die G gegeben sind, ebenso A und q. Man müsste also, bei einem 
directen Versuch zur Auflosung, zuvörderst das A^ noch willkührlich 
lassen, und mittelst der aufeinanderfolgenden Gleichungen successive 
Aiy Ä2f Äq, ... als Functionen von A^ darstellen. Sodann müsste man 
schliesslich diese Werthe in die Reihen (2. i, a) substituiren, und jenes 
A^ so bestimmen, dass diese Reihen convergiren. 

Dieser directe Weg zur Auflösung der Gleichungen erscheint von 
abschreckender Schwierigkeit Umsomehr dürfte es von Interesse sein, 
dass man die Auflösung derselben auf einem ganz andern, indirecten 
Wege wirklich zu geben vermag. Dieser indirecte Weg bietet sich 
fast vbn selber dar; er besteht darin, dass man das vorgelegte magne- 
tische Problem zunächst löst mittelst der monopölaren Coordinaten 
(d. i. mittelst der gewöhnlichen Polarcoordinaten), und sodann diese 
Lösung transformirt in die di^laren Coordinaten. Um näher hierauf 
einzugehen, müssen wir zuvörderst die betreflFenden Formeln bei Zu- 
grundelegung der emen und der 'andern Coordinaten nebeneinander 
stellen. Setzt man, was die monopolaren Coordinaten (r, m, q>) betrifft, 
das gegebene inducirende Potential 


sOO 


(5. i) F = 2i^riPj(m), för r < 2J, 

WO die Coefficienten K beliebig gegebene Constanten vorstellen, so hat 
das mducirte Potential Q [vgl. p. 277, 278, (15.) und (19. i)] den Werth: 


(6. i) « = - ^ JTs K^'-'-P^ W' ft"' < ^, 

wo R den Eugelradius vorstellt. Denkt man sich also für einen be- 
liebigen Raumpunct (x, y, 0) die monopolaren Coordinaten mit (r, m, 9) 
und die dipolaren Coordinaten mit (0*, ft, 9), ^) bezeichnet, und setzt 
man zur Abkürzung: 

(7.) fßj = rJPj(ml und 3&n^V^er^^Pn((^\ 

wo iV==n + i söi^ soll, so kann man die Formeln (5. i), (6. i) und 
andererseits die Formeln (2. i), (3. i) in folgender Weise nebeneinander 
stellen: 


Ist das indtudrende Potential 
V gegeben in der Form: 

(8.) F = ^K,»„ 

WO die K gegebene Constanten vor- 
stellen, so wird das inducirte Po- 
tential Q den Werth haben: 


Ist andererseits das inducirende 
Potential V gegeben in der Form: 

n 

WO die A gegebene Constanten 
vorstellen, so wird das inducirte 
Potential Q den Werth haben: 


AnflÖBUDg der Chwolson'schen Gleichungen für einen speciellen Fall. 299 


(0.) Ö^-^^T^KÄ, 


jis 

wo A und d gegebene Constanten 
bezeichnen [vgl. p. 278, (18.)]. 


wo die Ä noch tmbekannte Con- 
stanten sind. 


Air diese Formeln beziehen sich auf Puncte innerhalb der ge- 
gebenen Kugel; und alle Summationen sind nach dem betrefiFenden 
Index (J oder n) von bis oo ausgedehnt. Es handelt sich nun darum, 
mittelst dieser Zusammenstellung, jene noch unbekannten Constanten 
A wirklich zu bestimmen. Zu diesem Zwecke sind die 93 in die S93, 
und umgekehrt die SB in die 93 zu transformiren. Die betreffenden 
Transformationsformeln lauten, wie später gezeigt werden soll, folgender- 
massen: 

(10.) ^J = 2ri^n, SBn=^A"«i, 

« J 

WO die y und ß gewisse Constanten sind. Substituirt man diese Werthe 
der SB in die Formel (8.) rechter Hand, d. i. in die Formel: 

(«.) .F=J'\2Bp, 

P 

indem man gleichzeitig J9 f ür n setzt, so erhält man: 

Diese letzte Formel drückt das V als eine Function der 93/ aus, und 
ist also analog mit der Formel (8.) linker Hand. Demgemäss ergiebt 
sich, auf Grund der Formel (9.) linker Hand, für das inducirte Po- 
tential Q der Werth: 

(y-) Q--22f^,^>ßm. 

oder, falls man hier für die 83 ihre Werthe (10.) substituirt: 

PS n J ^ ^ 

Diese letzte Formel (A.) drückt das Q als Function der SB aus, und 
muss also identisch sein mit der Formel (9.) redUer Hand. Durch 
Vergleichung der beiden Formeln ergiebt sich daher: 

(11.) A^-^S'^/^Ap^yi, 

oder ausfuhrlicher geschrieben: 

(12.) ^. = A5Ao + AlAi + • . • + AjAp-f 

wo die A die Werthe besitzen: 


« > * . 


OD 


(13.) IS^^-^f^^ ^yi. 
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Und diese Formel (12.) repräsentirt also die Auflösung des in Bede 
stehenden Systems von Gleichungen (1.), resp. (4.). Es bleibt nur noch 
übrig die in (12.) oder vielmehr in (13.) enthaltenen Constanten ß, y 
zu bestimmen; das soll im folgenden § geschehen. Doch mag schon 
hier das schliessliche Resultat dieser Untersuchung mitgetheilt werden. 
Wir werden die Werthe der /J, y berechnen, und finden, dass die 
Formel (13.) bei Substitution dieser Werthe die Gestalt annimmt: 


/=SOO 


(14.) 


a; _ - (I - ^^ J 4il f.o. (i) 0« (i). 


WO die Onj ( — ) und 0^ ( — j gewisse Functionen von — , also von q 
vorstellen, auf welche später genauer einzugehen sein wird. Vgl. p. 307. 


§ 12. 

Ueber die Transformation von den monopolaren Coordinaten auf 

die dipolaren, und umgekehrt. 

Das Centrum c der gegebenen Eugelfläche (r) befindet sich auf 
der positiven a;-Axe, und besitzt die dipolaren Coordinaten d- = 2t und 
fi = 1, Ueberdiess ist statt des po- x 

sitiven Parameters r der Eugelfläche 
häufig der positive ächte Bruch 

(1.) q = er^ 

eingeführt worden, dessen geometrische 
Bedeutung bekannt ist (p. 205). Be- 
zeichnet man die beiden Pole mit 
A(po) und A'(— oo), femer den An- 
fangspunct des Systems (x^ y, z) mit 
0, so haben der Abstand (oc) und der 
Kugelradius jR die Werthe: 

(2.) - ^ — yz 


r. < 


B = a 




[(56.) p. 138], 


Pi (*i) 


• P (*. f*i 9>» % r, m) 




1 — g«' 

wo 2a = (AA) den gegenseitigen Ab- 
stand der beiden Pole vorstellt. Dem- 
gemäss ergiebt sich [vgl. die beistehende Figur]: 

(Äc) = (oc) — a, 

{Ac) = (oc) + a. 


rÄ' (- OD) 
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oder, falls mau fOr (oc) den Werth (2.) einsetzt: 

83' 

(3.) 


(^c) = Oj^^, d. i. =gü, 
(^'c) = aj^., d. i. =-, 


9 
mithin z. B.: 

(4) ^ = «*• 

Dies vorangescliickt^ betrachten wir einen bdidngen Raumpunct p {d', fi, 
% ii), und bezeichnen die dem Centrum c und der x-Axe entsprechen- 
den monopolaren Goordinaten desselben mit (r, m, q)) der Art^ dass r 
den Abstand des Punctes von c, und m den Cosinus desjenigen Winkels 
w vorstellt^ unt-er welchem r gegen die positive Axe geneigt ist. Wir 
stellen Jims die Aufgabe^ die Function 

(5.) »y — t^P/cos w) = r^Piim) 

ausmdrücken durch die dipolaren Coordinaten (d', (i, % ii) des betrach- 
teten Punctes p. Doch wollen mr dabei der Bequemlichkeit willen an- 
nehmen^ dieser Punct p liege stets oberhalb der yis-Ebene, sodass also 
seine Coordinate ^ stets positiv bleibt. 

Zur Lösung der Aufgabe benutzen wir (vgl. die Figur) einen auf 
der positiven a;-Axe in sehr grosser Entfernung befindlichen auxüiaren 
Punct Pi] sodass wir also im Ganzen zwei variable Puncte haben^ 
nämlich: 

p mit den Coordinaten d', [i, % ^ und r, m, q>, 

und Pi mit den Coordinaten O-j, 1, ♦, ^^ und r^, 1, *. 

Demgemäss erhalten wir für den gegenseitigen Abstand (ppi) dieser 
Puncte die Formel: 

und andererseits auch die Formel:' 

(8-) 7^-'^^'2e»^^^-^^Pn(li), (vgl. p. 110). 


(6.) { 


(PPi) 2a 

Man überzeugt sich von der Richtigkeit dieser Formeln (7.), (8.), falls 
man nur beachtet, dass p oberhalb der yye^-Ebene, und andererseits p^ 
auf der positiven x-Axe in superlativer Entfernung liegen soll. Bedient 
man sich der Bezeichnung (5.); und setzt man ausserdem: 

(9.) SB»-V*e-^^'^P«0*), 
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so kann man die Formeln (7.), (8.) auch so schreiben: 

und durch Gleichsetzung dieser beiden Aasdrücke muss es möglich sein, 
die SS durch die SEß darjsusteUen, und somit die gestellte Aufgabe zu lösen. 
Setzt man zur augenblicklichen Abkürzung {Ap^) = q und (^'jPi) == Qf 
so ist bekanntlich: 

(12.) % = ^^ "°d ^'' = T' [^«'- P- 105, (23.)], 

mithin: 

denn es ist ^ = n -(- \. Aus der geometrischen Bedeutung von q und 
Q eigiebt sich aber q = {Api) «>= (^c) + r, [vgl. die Figur], und ebenso: 
q' = {ÄPi) <=> (-A'c) + r,. Somit folgt: 

oder, falls man fUr {Ä'c) den aus (4.) entspringenden Werth substituirt: 

[i + (M ±1" 
^ '' 2« *^ - r . (vi 0)1-+^ 


•.[-+^1 


Der hier auf der rechten Seite stehende Ausdruck hat, bei Fortlassung 
des Divisors r^, die Gestalt: 

^ ^^ (1 - ß)^' ' 

wo ß einen öcA^ Bruch vorstellt*). Denkt man sich diesen Ausdruck 
(A.) nach Potenzen von /S entwickelt, so werden die auftretenden Coef- 
ficienten nur noch Functionen von x sein. Wir bezeichnen diese Func- 


*) Setzt man nämlich den Quotienten — ^ — - » |3, so ist in der That p ein 


»-1 


Behr kleiner ächter Bruche weil der Pnnct Pi in migemein grosser Entfernung sich 
befindet, mithin r^ von exorbitanter Grösse ist [vgl. die Figur p. 300]. 


t 

i 
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tionen mit 0(x\ oder genauer mit Oj^(^); und schreiben demgemäss 
die in Rede stehende Entwicklung folgendermassen: 


Multiplicirt man diese Formel mit a**^ wo a ein beliebig gewählter 
ächter Bnich sein soll, und summirt sodann über n = 0, 1, 2, . . . cx), 
so erhält man: 

oder was dasselbe ist: 


HESOO «sbOO 


Aus dieser Formel (C.) erkennt man sofort, dass die Function Oi{x) 
in Bezug auf n und j symmetrisch ^ dass also 

(D.) oi{x) = a;{x) - o^{x) = Osnix) 

ist. In der That sollen die hier in (D.) angegebenen Bezeichnungen 
weiterhin p'omiscue gebraucht werden, je nach der augenblicklichen Be- 
quemlichkeit. Auch folgt aus der durch (B.) gegebenen Definition 
der Functionen sofort, dass z. B. 

(E.) Oi(x) identisch =•! ist. 

Dies eingeschaltet^ kann man nun die Formel (15.), mit Rücksicht 
auf (B.), (D.), auch so schreiben: 

oder, weil (Ac) = Rq ist (3.), auch so: 




2a 
Dies in (11.) substituirt, erhält man: 

(PPl 




Vergleicht man aber diese letzte Formel mit der früheren Formel (10.), 
so ergiebt sich, weil zwischen beiden för bdiänge Werthe des (ex- 
orbitant grossen) r^ Uebereinstimmung stattfinden muss: 

(16) »i =f 2"(" RqyO^ {-) SB«, 
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oder einfacher geschrieben: 

(17.) fSj = (- Rqy 5°o.y (^) . äß.. 

Nachdem mr in (17.) die SS durch die 3B ausgedrückt haben, woUen 
wir jetsst umgekehrt die 358 durch die SB dareustetten versuchen. Zufolge 
der Bemerkungen bei (12.), (13.), (14.) ist: 

^. _ ^ _ (^>i) = (^^0 + n 

folglich: 

[(^o) + r,]c*. = (A'c) + r„ 

oder, falls man diese Gleichung nach r^ auf lost: 
oder, weil nach (3.) (Ä'c) == — und (Ac) = Rq ist: 


mithin z. B.: 


= — ^ ^ - g'<^^' 


(ir-(-r(TfÄrr 


9 
Multiplicirt man dies mit der bekannten Formel:. 

;7= = - e ' j-, [vgl. (a.) p. 103], 

so folgt: * 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck kann auch so 
geschrieben werden: 

(• - ^«" ^1 

(i-a%^0^+'' ^ 

und ist daher nach (A.), (B.), (C), (D.) p. 302 in die Reihe ent- 
wickelbar: 


lö'«»')" ■ 0. Ct> 


*) In diesem Aasdruck ist ^^ nahe »> 0, weil der Pnnct Pi äusserst weit 

entfernt sein soll. Folglich ist daselbst das Prodnct q e^ nahexn «> q , mithin 
ein ächter Bruch, 
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Somit folgt aus (18.): 

wo ^ = n + i ist. Substituirt man diesen Werth (19.) in die Ent- 
wicklung (10.): 

8o erhält man: 

Vergleicht man jetzt diese letzte Formel (20.) mit der früheren 
Formel (11.): 


und beachtet man, dass beide Formeln mit einander übereinstimmen 
müssen für beliebige Werthe der sehr kleinen Coordinate -ö", des ex- 
orbitant weit entfernten Punctes Pi, so ergiebt sich sofort: 

(21.) SB.-|"?f(-|)'rO,(i).% 

oder besser geordnet, und' mit Rücksicht darauf, dass // = (1 — Q^) 
ist rvgl. (2.)]: ^ 

(22.) SB, = (1 - 3*)3*"2 (- Ijo^ Q-) ■ fß. 

Wir gelangen somit zu folgendem Resultat: Bezeichnet man für 
irgend einen Punct (-d", ^, 9?, t) die auf p. 301 besproehenen monopolaren 
Coordinaten mit (r, m, 9), und setzt man zur Abkürzung: 

(23.) ^j = f^Pj(ml SB» = Viier^^Pniii), 

so fifiden ztvischen diesen Functionen SS, SB folgende Beziehungen statt: 

(24.) ^i-=i-Rqy'Jo^Q-).mn, [nach (17.)], 

(25.) SB. = (1 - Oä*- ^ (- ij 0,j (£) . »,, [nach (22-)], 

wo die Onj die in (A.), (B.), (C), (D.) p. 302 definirten Functionen vor- 
stellen. Doch ist bei der Ableitung dieser Formdn (24.), (25.) die Vor- 
aussetzung gemacht worden, dass der betrachtete Punct (#, fi, 9, ^) oder 
(r, w, (p) oberhalb der yz-Ebene liege, dass mithin seine Coordinate d- 
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positiv mid nicht gleich Null sei. Zur Ahkürmng kann man nun diese 
Formeln (24.), (25.) etwa so schreiben: 


(26.) S8, = ^yi2B„, 

jssstO 

(27.) 3B« = ^i3;»>; 

tvie solches 0. B, früher in ( 10.) p. 299 bereits geschehen ist. Und hieraus 
folgt y dass die damals eingeführten Constanten y, ß die Werthe haben: 

(28.) yL = (- Bqf 0„, (^), 

(29.) ^; = (i_,*),-(_|yo,(/-). 

Bildet man also 0, B. statt ßj das ßf, und multiplicirt dieses mit yi, 
so folgt: 

(30.) ßSri = (1 - g«) ,'-^'^0^ {±) 0^ {±} 

An die letzten Formeln schliesst sich fast voü selber eine wichtige 
Bemerkung an. Aus (27.) erhält man nämlich {p statt n gesetzt): 

also, falls man für SB, den Werth (26.) substituirt: 


.«=0 ,=0 


oder ausführlicher geschrieben: 


2Bp = aSo (2 /Jfyi) + SBi (2^;yi j 


+ 


Hier nun müssen die Coefficienten der äB zu beiden Seiten einander 
gleich sein. Somit ergiebt sich also, dass 

(31.) ^ ß^yi = 1, oder = ist, 

je nachdem n gleich p, oder von p verschieden. Substituirt man aber 

hier in (31.) für das Product ßfyi den Werth (30.), 50 gelangt man 
zu dem 80^0, dass 

(32.) J>0-.(^)ö.(^) = ^^^^, oder ^0 ist, 
je nachdem n gleich p, oder von p verschieden. 
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Gleichaeitig ergeben sich für die früher enoahnten Gonstanten: 


(33.) ^ = - ^ JT* ^yi, [^gl- (13.) P, 299], 

mittelst der Formel (30.) die definitiven Werthe: 

(34.) a; = - (1 - 3«)g«P 5 /i4 «*^0«. (^) Ö« C^)- 

Ausserdem aber ergiebt sich aus (32.); um einen ^etne'schen 
Ausdruck zu brauchen, dass die die Coefficienten einer orthogonalen 
Substitution sind. Ist nämlich gtoischen zwei Grössensystemen X^, X^ 
Xg, . , . in inf,, und Yq, F^, Fg, ... in inf, ein System von Gleichungen 
gegeben von der Form: 

(35.) ^^ = l"^-tJ-^-'*) 


SO lässt sich dasselbe sofort umkehren. In der TJiat ergiebt sidi at4S (32.), 
dass diese Umkehrung folgendermassen lautet: 

(36.) Y„^q»'il-q')'^^W;{£).X,. 

Beweis. — Versteht man unter p eine bestimmte feste Zahl, und 

multiplicirt man die Gleichung (35.) mit q^O^p ( — ), und summirt hier- 
auf nach j von bis cx), so folgt: 

Die hier auf der rechten Seite stehende innere Summe ist aber nach 

(32.) stets =0, ausser für n = i), und in diesem Fall = -^-r öt* 

«''(i — ö) 
Somit folgt: 

"5 a^oj, ( -V) . 3; = r, -. , *- ^ . 

Dies aber ist, falls man den Buchstaben p mit n vertauscht, die zu 
beweisende Formel (36.). Q. e. d, 

*) Zwischen O^^, und Ol oder O^ findet keinerlei Unterschied statt. Vgl. 

(D.) p. 303. Je nach der augenblicklichen Bequemlichkeit soll daher bald diese, 
bald jene Schreibweise gebraucht werden. 

20* 
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Vervollstandigiing der erhaltenen Formeln. — Nach (24.), (25.) 
ist, falls man für die SS, SB ihre eigentlichen Bedeutungen (23.) einsetzt: 

(37. a) 


11=0 \?2/ 


(37. b) 


V^e-'"'Pniii) = (l - 3*)3*- J" (- 00; (^'^) • r^Pjim); 

wobei zu bemerken ist, dass die eine dieser beiden Formeln aus der 
andern durch Ümkehrung abgeleitet werden kann, mittelst des Satzes 
(35.), (36.). Lässt man den variablen Punct (r, w, tp) oder (^, ft, 9?, 4*) 
auf die gegebene Kugelflädhe (t) fallen, mithin r in JR, und c^ in 
e~* = q übergehen, so nehmen die Formeln (37. a, b) folgende spe- 
ciellere Gestalt an: 


.(38. a) 


(38. b) 


P,(m) = (- qy ^q^Oi (^) • >^*P,(^), 


n=0 
j=seo 


Den Formeln (37. a, b) stehen nun andere zur Seite, die sich aus 
ihnen leicht ableiten lassen durch Differentiation nach r. Wollte man 
eine solche Differentiation nach r ausführen bei belidnger Lage des 
Punctes (r, w, 9)), so würden, ausser r selbst, gleichzeitig auch d- und 
fi sich ändern. Einfacher gestalten sich die Dinge, wenn jener Punct 
auf der gegebenen Kugelfläche (r), oder wenigstens derselben unendlich 
nahe gedacht wird. Denn alsdann wird eine kleine Aenderung von r 
nur das O-, nicht aber das fi afGlciren. Bei der genannten Lage des 
Punctes ergiebt sich also z. B. aus (37. a) durch Differentiation nach r: 


(f.) jBJ-^Pj{m) = (- Rqy 2: OiQ-)-L.Pn((i,), 

n=0 \^S[/ 

WO Ln die Bedeutung hat: 

Hieraus folgl^ weil ^ = (c* + c-"' — 2;t) und jz = — y' ^** K^S.) 
p. 109]: 

oder, falls man den Werth # = r wirklich eintreten, mithin e~^ in 
e"^ = g ül)ergehen lässt, und überdiess für — den aus (2.) p. 300 

resultirenden Werth ^rr- — i; substituirt: 
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d i L -^ - ^ o^ I ^^>^^ Na« 
a. 1. !.„ = 2E^ ^ E(i — 2*) ^* • 

Dies in (f.) substituirt^ erhält man: 

WO zur augenblicklichen Abkürzung das Argument — der Function 

unterdrückt ist. Bei eben derselben Bezeichnungsweise aber ist nach 
Formel (38. a): 

(h.) Pj(m) = (- qy ^Oiq'^Yt Pn (^). 

Multiplicirt man jetzt die Formeln (g.) und (h.) respective mit 1 und 
^y und addirt, so erhält man die erste der beiden folgenden, Formeln: 


(39. a) 




(39.b) (jvv-V^p,(^) = 2*('-«'y-'2^j(-2yo; (-^PX»»);. 


WO J zur Abkürzung steht für j + i? ebenso wie ^ für w + ^. Aus 
(39. a) ergiebt sich (39. b) sofort durch Umkehrung; mittelst des Satzes 
(35.), (36.). 

Bemerkung. — Das Flächenelement dö der gegebenen Eugel (r)* 
hat den Werth: 

dö = B^dmdip = ^t"-^, [vgl. (32.) p. 108]. 
Nach (2.) p. 300 ist aber 2a = ?-^^i^^\ Somit folgt: 

(40.) ^^^Sfnä<p^{^y'J^- 

MultipUcirt man jetzt die Gleichungen (38. a), (39. a) und (40.) mit 
einander^ so erhält man eine Formel, in welcher die ^ sich fortheben. 
Integrirt man also diese Formel über alle Elemente der gegebenen 
Eugelfläche, so erhält man mittelst der bekannten Integraleigenschaften 
der Kugelfunctionen: 
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oder was dasselbe ist: 


w I«"[«(s)]-(r4'), 

Und operirt man andererseits , von (38. a), (39. a), (40.) ausgehend, 
genau in derselben Weise, nur mit dem Unterschiede, dass man in 
jenen beiden Formeln (38. a), (39. a) zwei verschiedene Zahlen j, etwa 
j und ji nimmt, so erhält man: 

Diese beiden Formeln (a.) und (ß,) repräsentiren aber den schon früher 
gefundenen Satz (32.). Desgleichen führt auch die Multiplication von 
(38. b), (39. b) und (40.) zu keinem neuen Resultat. 

Neue Resultate aber erhält man, wenn man z. B. zwei der Formeln 
(38. b), z. B. 

und VtP.iii) = i^ ^" ^*>^ 2(- qyOi Q^) . P,(m), 
mit.einaiuler multiplicirt, überdiess noch mit 

^ = (r^-J '^*"''^' [vgl. (40.)], 

multiplicirt, und schliesslich über die gegebene Kugelfläche integrirt. 
Man erhält alsdann, unter Fortlassung des gemeinschaftlichen Factors 2^: 


— 1 


oder, weil ^ = 2 (cos it) — 2ft = 2 ( "T- ft j ist: 

J 1 + 9* .. ^ d 2j+ 1 2 ^« \qqj ^* \qqj 




Die linke Seite dieser Formel hat ?iber, falls s<n ist, den Werth: 

p.Ct/)«-CI/). " 

wo Qn ^ie Kugdfiinction zweiter Art und n^' Ordnung vorstellt. Vgl. 
das Werk meines Vaters: Beiträge zur Theorie der Kugdfunctioneti 
Leipzig bei Teubner, 1878, p. 150. Somit ergiebt sich die vielleicht 
beachtenswerthe Entwicklung: 
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(41.) p.C+^>.(it/)-..^' |gl-,,/«j(i)oi4i), «,»<:«. 

Hieraus folgt z. B. für s = 0: 

(42.) Q. {^f) = 2-+1 ^2^ q'^Oi {£), [vgl (E.) p. 303J, 
und; falls man jetzt auch n = macht: 

W «»(-t/)-s|,,*:,/'- ■ 

Diese letzte Formel kann sofort verificirt werden. Denn nach der 
Definition von Qq ist bekanntlich: 

Qo{x) = \og^'^-\. U. s.w. 

Zweite Bemerkung. — Um von der analytischen Bedeutung der 

Transformationsformeln (37. a, b) eine Vorstellung zu geben, wiU ich 

noch Folgendes bemerken. Man kam! die monopolaren Coordinaten 

r, m des betrachteten variablen Punctes leicht durch seine dipolaren 

' Coordinaten d', ft ausdrücken^ und erhält alsdann 


^,^ _(i-P')-(iJ-j))_(i -M 

/i - 2ßii + ß' yp^-2pßi, + ~ß' ' 

wo zur Abkürzung e~^ = ß und q^ = p gesetzt ist Substituirt man 
aber diese Werthe von r, w in (37. a), so ergiebt sich: 

/44N (P-^Pßf^ + ß^^ p / (1 - p») - (1 + p ) (1 -. ßfi) \ ^ 

(1^2ß(i + ß') « 


(-i>y^o7(^)./s-p«(^), 


eine Formel, in welcher p und ß bdid)ige positive ächte Brüche vor- 
steUen, während j irgend eine ganze Zahl bezeichnei Setzt man z. B. 
j = 0, so folgt aus (44.) sofort: 


(45.) -==^:=.:^. = J'/J-P,(^); [vgl (E.) p. 303]. 

Und diese letzte Formel ist bekanntlich diejenige. Welche als Definition 
der Kugelfunctionen P zu dienen pflegt 
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§ 13. 

neber den analytischen Ausdruck und die Eigenschaften der mit 

bezeichneten Functionen. 

Die Functionen oder 0{x) sind von uns eingeführt worden in 
(A.), (B.), (C), (D.) p. 302, mittelst der Entwicklung: 

WO ß einen beliebigen ächten Bruch vorstellt. Von dieser Definition 
aus wird also der analytiscJw Atisdrudk der Functionen 0{x) zu eruiren 
sein. Wendet man die Reihe (1.) an auf den Specialfall a?= 1, so 
ergiebt sich sofort: 

(1. a) Oi{l) = I. 

Und ebenso ergiebt sich für den Specialfall o? = 0: 

Was den allgetneinen Fall betriii't, so kann der in (1.) auf der 
linken Seite stehende Ausdruck f offenbar auch so geschrieben werden: 

._ 1 (l-ßxV 
oder auch so: 

oder auch so: 

(2.) /•=,-— p + 14-^)"' -0J' = -~^ 

oder, falls man mittelst des Binomischen Satzes entwickelt, auch so: 

{^6,) f — x 1^^ _ ^ + -^ ir^'ßr + "TTä"" (1 -ßr + J* 

Nun ist aber: 

- i4 p- = 1 + ß+ /*' + + ^^ + • • • 

(li-p). = 1 + 2/3 + 3/3« + + /-+i ßJ + ... 

(j^,= l + 3/3 + 6/3*+ ... + (l+^i^' + l)^> + ... 

etc. etc. etc. 


Eigenschaften der Fanctionen 0. 


313 


Substituirt man dies in (3.), so erhält man eine nach Potenzen von ß 
fortschreitende Entwicklung des Ausdruckes von f. Auch bemerkt man 
sofort, dass in dieser Entwicklung der Coefficient von ß^, d. i. [nach 

(1.)] die Function Oi{x) den Werth besitzt: 

(4.) Oiix) = .;- [l + ^ ^- ±i , + -J?-/) ^{+^^+^ f + 

4. ■ ?* (5j:: ^) (? -3 (i + >) U + «> U + «) „s i . . .1. 


1 • 2 • 3 

Setzt man also nach Gauss: 


1 • 2 • 3 


(5.) 

SO hat man: 


Fia^ß,y,,)==i + {ly + "-K^m-^f + 


y. 


1-2 y(y + l) 


Oi(x) = x''F(^nJ+l, 1, -y), 
oder, falls man für y seine eigentliche Bedeutung [vgl. (2.)] substituirt: 

(6.) Oi{x) ^ x'' F (- n, j + 1, 1, ^)- 

Mittelst der in Gauss^ gesammelten Werken Bd. III, p. 218, Nr. [92.] 
gegebenen Transformationsformel kann dieser Ausdruck (6.) auch in 
folgende Gestalt versetzt werden: 

(7.) Oi{x) = x^'^^'F^n + 1, j + 1, 1, 1 - x). 

Unterwirft man endlich diese letzte Formel der am genannten Orte 
auf p. 213 in Nr. [87.] angegebenen Transformation, und nimmt man 
dabei Rücksicht auf die doräge Formel p. 148, Nr. [54], so erhält man: 

(8.) Oi{x) = ^ng+^ f(- n, -j, - [« + jj, x), 

WO z. B. das TT(n) = 1 . 2 . 3 . 4 . . . . w, und TT(0) = 1 ist. Aus (7.), 

wie aus (8.) ersieht man, dass Oi{x) = Oj{x) ist; was in Ueberein- 
stimmung steht mit der schon früher bei (D.) p. 303 gemachten Be- 
merkung. — Mittelst (8.) ergeben sich, falls man n successive *= 0, 
1, 2, 3, . . . setzt, die Formeln: 

'Oiix) = l, 


(<».) 


i+i 


— -- X, 
1 ' 


U + 1) U + 2) 


Oi{x)^ 

nJf^\ _ 0+i)(J+ 2)(J+3) oi(j+i)(i+2)^, oC;-i)i(i+i)^s U-^)U -i)J^ 

etc. etc. etc. 
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Bringt man ferner auf den Ausdruck (7.) die in Gauss Werken 
Bd. III, p. 130 in Nr. [1.] gegebene allgemeine Formel in Anwendung, 

so ergiebt sich für die Function Oi{x) folgende recurrente Eigenschaft: 

(10.) [(w +i + 1) + (n - j)^J Oi{x) = (n + l)OUx{x) + nxOU{x\ 

eine Formel, die durch etwas andere Anordnung der Glieder auch 
folgende Gestalt annimmt: 

(11.) nx[Oi{x)^OL,{x)]-{n+\)[OUx{^^^ 

Ausser dieser recurrcnten Eigenschaft haben aber die Functionen 
noch merkwürdige andere Eigenschaften, die sich aus der 6rati^s'schcn 
Abhandlung, überhaupt aus der allgemeinen Theorie der hypergeome- 
trischen Beihe nicht direct entnehmen lassen. Es gelten nämlich 
folgende Sätze: 

Setzt man: 

(12.) A^,='2{~)0i{x)0i{x\ 


SO wird: 




(12. a) A,^, = ^— j 

sein, fjüäihrend alle übrigen Ä^^p verschwinden. 
Setzt nian femer: 

(13.) B^, = Jj (ly Oi (x)OUx), 

SO ergiebt sich: 


(13. a) 


T3 _(pX-\-p+l)^'- 

^p^^ ~ ' {x ^ ly 


während alle übrigen Bn,p gleich Null sind. Es verscftwinden also sämmt- 
liehe Grössen Bn,p wi^ Ausnahme derer, bei devmi die Differenz der bdd&n 
hidices oder 1 ist 
Setzt man ferner 

(14.) Cn,r. = S/{iy Oi {x) Oiix), 

SO wird man finden, dass sämmtliche Grössen ün,p versdiwifiden, mU 
alleiniger AtisnaJime derer, bei denen die Differenz der beiden Indiccs 
öder 1 oder 2 ist. ü. s. w. U. s. w. 

Der Beweis des Satzes (12.) ergiebt sich sofort aus der früheren 

Formel (32.) p. 306, falls man dort q^ = -^ setzt, und zugleich be- 
achtet, dass Onj = 0i='0] ist, vgl. (D.) p. 303. 
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Auf Grund dieses Satzes (12.) ergiebt sich sodann aber der Betdms 
des nädtötfolgetiden Satzes (13.), unter Anwendung der recurrenten 
Formel (11.). Nach dieser ist nämlich: 

{x ~ l)jOi{x) = (nx + M + l)Oi{x) - nx&r^i(x) - (w + l)Oi^i{x). 

Multiplicirt man nun diese Formel mit (- ) Ol(jc), wo p eine beliebig 

gewählte ganze Zahl vorstellt, und summirt sodann über j = 0, 
1, 2, 3, . . . cx), so erhält man, unter Anwendung der in (12.), (13.) 
eingeführten Bezeichnungen: 

(a.) {x — l)JBn,p = (nx + n+ l)An,p — nxAn-i^ — (w + l)^«+i,p. 

Hieraus folgt z. B. für n =p — 1 , und mit Rücksicht auf den schon 
bewiesenen Satz (12.): 

{x — l)-öp-i,p = — pAp^p, 

ferner fiir n = p: 

Ix - l)Bp^p = (px+p+ l)^p,p, 

oder, falls man für Ap^p seinen Werth (12. a.) einsetzt: 


(P-) -Kp—iip — ^x — xy ' 

Kr-) ■^p.P (^ j_ 1)2 

Diese Formeln (j3.), (y.) sind aber die in (13. a.) angegebenen. Ueber- 
diess ergiebt sich aus («.), dass diejenigen Grössen J5«,p, bei denen 
die Differenz der beiden Indices nicht oder 1, sondern > 1 ist, 
sämmtlich verschwinden. Q. e, d. 

In analoger Art wird sich nun ferner aus dem Satze (13.) der 
Beweis des Satzes (14.) ergeben, ü. s. w. 


§ 14. 
Ueber die Convergenz der angewendeten Beihen. 

Es fragt sich z. B., ob die für die A aufgestellten Reihen (34.) 
p. 307 convergent sind. Um auf diese Frage näher einzugehen, sind 

die Werthe der Functionen 0(x) fiir das Argument o; = — in Betracht 

zu ziehen, also für ein Argument Xy wclclies > 1 ist. 

Substituirt man in der als Definition der 0(x) dienenden Formel 
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« 

an Stelle des willkührlich zu wähleuden ächten Bruches ß den Aus- 
« *^ 

druck ß&*P, wo i==y — 1, so erhält man: 

Multiplicirt man jetzt diese Formel mit e~^^dfp und integrirt über 
9 = . . . 23r, so ergiebt sich: 

(3.) ß^Oi{:c) = - ^ ? (1^-Hp)^^^-, 

und folglich 

&\>a iß' OHx)) < l^ f Mdq> , 



wo M den Modul des in (3.) unter dem Integral befindlichen Ausdruckes 
vorstellt. Da nun ßj x und (p reell sein sollen^ so ist z. B.: 


mod[l — i3e^] = |/(l — /Jcos9?)^ + (/3siu9?)^ = >/r-2/3cos9 + /J2; 
und demgemäss erhält man: 

(4.) fih^iß^ Oi{x)) < -'- ? [LlLll^^^^L+Jl^li _,_^_^._^^_, 

\ j \r nv // ^^^j ^ i_2pcoB9) + p* J Vi — 2|3co8y + (3* 

In dieser Formel kann, ebenso wie in den früheren Formeln, für ß 
jeder beliebige ächte Bruch genommen werden; und von dieser Erlaubniss 
soll sofort Gebrauch gemacht werden. 

Der in (4.) in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck, welcher 
seiner Natur nach stets positiv ist, kann auch so geschrieben werden: 


x^- 


(x — 1) [{x + 1) — ^ßx cos qp] 
1 — 2 (3 C08~qr+T' 


/p _L. 1 

oder falls man ß = 7^ macht, auch so: 

2 _ (g— i) ( a? + 1) (1 — 008 y) 
1 — 2/3 008 qp + |3' 

Hält man also fortan fest an dem eben genannten specieUen WertJie 
von ßf und beachtet, dass o; > 1 sein soll, so wird der stets positive 
Werih jenes in der eckigen Klammer enthaltenen Ausdrucks uoth- 
wendig kleiner als x' sein. Demgemäss folgt aus (4.) a fortiori: 

27t n 


(5.) abs(/J^(y,(^))<f ?(a;*)t ''' 

2« t/ y 1 — 


^ , 2 (J 008 9 + p* 
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Und diese Ungleichheit wird noch weiter verstärkt werden, wenn man 
für die im Nenner stehende Quadratwurzel ihren kleinsten Werth, 
1 — ß substituirt. Also ergiebt sich: 

(6.) .u(ß'om<,'/f^-i^. 



X -4- 1 

oder falls man für ß den vorhin erwählten Werth ^^— wirklich 
einsetzt: 

(7.) .b, <,-(,) <_i£_(|)-(_if_y. 

Diese Formel (7.) ist mithin gültig für jedwedes reelle Argument x, 
welches > 1 ist. 

Um den Satz (7.) auf die anfangs erwähnte Frage anzuwenden, 

ist a; = — zu setzen. Alsdann ersnebt sich: 

lind ebenso, wenn man statt n irgend welche andere ganze Zahl p 
nimmt: 

Aus (8.), (9.) folgt sofort: 

ao.) ..[,«o<i)oi(4)]<(^.)"(ir(^.)", 

oder was dasselbe ist: 

("■)/;'«^Ci)«K^)'<(r^)'ar(rfi.r. 

wo Oip einen nicht näher bekannten ächten Bruch vorstellt. Substi- 
tuirt man nun diesen Ausdruck (11.) in die für A^ gefundene Reihe: 

(12.) A; = -(l-30g''5/^,'^O»^(^)o/(A), [p.307], 

SO erhält man: 

(-) ^ — ^(i)-|-/»e-,(^.)-'. 

Hieraus aber ersieht man, dass die Reihe convergirt. Denn q ist ein 


positiver ächter Bruch^ und Gleiches gilt daher auch von -r—^ 

1 + 


2g 


ff' 
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§ 15. 
Wiederaufhahme des Chwolson^sohen Problems. 

Die Behandlung des Chwolson'schen Problems giebt für die un- 
bekannten Constanten An, Bn zwei Systeme von Gleichungen, deren 
Auflösung auf abschreckende Schwierigkeiten stösst; wie im Vorher- 
gehenden hinlänglich gezeigt ist. Doch bietet sich zur Absolvirung jenes 
Problems fast von selber ein gewisses successives Verfahren dar, bei 
welchem jeder Schritt mit Hülfe der schon vorhandenen Mittel wirk- 
lich ausführbar ist. Ich werde dieses successive Verfahren zunächst 
im Allgemeinen angeben, und sodann auf die Ausführbarkeit der ein- 
zelnen Schritte specieller mich einlassen. 

Gegeben sind die beiden Kugeln ^ und ^q mit ihren magnetischen 
Gonstanten tc und x^, oder A und Xq, und ausserdem das inducirende 
Potential F. Man denke sich zuvörderst dasjenige Potential D berechnet, 
welches durch V in der Kugel Ä inducirt werden würde, felis Ä^ gar 
nicht vorhanden wäre; und andererseits auch dasjenige Potential Q^ 
berechnet, welches durch V in fi^ inducirt werden würde, falls Ä nicht 
vorhanden wäre. Diese D und Dq entsprechen alsdann den Gleichungen: 

(A.) IJ + (1 + A) 1^ + A 4J = 0, [A = 4«x, vgl. (2.) p. 283], 

(Ao.) ^^ + (l + Ao)^*^ + A,4^=0, [Ao = 4«xo], 

WO die n die äusseren, die v die inneren Normalen der beiden Kugel- 
oberflächen vorstellen. 

Das V ist beliebig gegeben, und für jedes beliebig gegebene V 
können also die soeben definirten Potentiale D und D^ berechnet werden, 
entsprechend den Gleichungen (A.) und (Aq.). Jetzt bezeichne man mit 
Jft denjenigen Werth, welchen D annehmen würde, falls F=Clo wäre, 
und mit SIq den Werth, welchen Dq annehmen würde für F=D. 
Diese 5R und Sl^ entsprechen alsdann den Gleichungen: 

(B.) |E + (i + A)^ + A^^ = 0, 

(B,) ^^ + (n_A„)^ + A„|^ = 0. 

Jetzt bezeichne man, zurückgehend zu den Formeln (A.), (Aq.), 
mit @ den Werth, welchen D annehmen würde für V^^^q, und mit 
©Q den Werth, welchen D>q annehmen würde für V=9i. Diese © 
und ©Q entsprechen alsdann den Gleichungen: 


